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PROLOGO DE LOS EDITORES

El Centro Estudiantes de Ingenieria « La Linea Rectas, podemos
decirlo con orgullo, tiene y ha tenido una larga y reconocida labor
gremial. Mucho se ha hecho en otras épocas en ese sentido y especial-
mente en el campo de las publicaciones. Y no hablamos aqui de apun-
tes o de la publicacién de pequefias précticas, hablamos de obras serias
y de jerarquia, como son la edicién de libros que se han vendidoe y se
siguen vendiendo en muchos paises de habla hispana.

La persecucién politica que sufriera nuestro Centro, paraliz por
varios afios toda Mbor de envergadura. Durante esos afios mo e pude .
hacer mucho. Se siguid adelante,‘a veces como se pudo, aunque debe-
mos reconocer que lo poco hecho en este periodo, reviste quizis mucho
més valor que lo mucho que se hace ahora.

Es que, una vez vuelta la normalidad, hemos tratado en todas for-
mas de recuperar el tiempo perdido. Improba y larga ha sido esta
tarea. Hoy se ve coronada con un éxito: esta publicacién. Una publi-
cacién que quiere ser, mis que nada, un ejemplo de lo que puede ha-
cerse en un clima de trabajo y estudio fecundo, donde la mente y el
espiritu pueden actuar tranquila y serenamente. Pero la edicién de
« Teoria de Ecuaciones» para nosotros no quiere ser solo la corona-
cion de un esfuerzo sino un punto de partida para una labor mas
amplia y mas efectiva. Quisiéramos seguir publicando obras, como
esta, que vayan llenando poco a poco todos los vacios que existen en
la bibliografia de hab'a hispana sobre las materias de nuestra carrera.
Cuando eso sea realidad, atn en pequefia parte, habremos realizado
entonces uno de nuestros viejos suefios.

Y viene el momento de agradecer a todos los que de una u otra
forma han colaborado con nosotros. Estas palabras finales quieren ser
para ellos un sentido agradecimiento.

Queremos recordar especialmente en estas lineas a los traductores,
€l agr. J. C. Maquieira y el ing. Varela, quienes nos han seguido en

vua
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todo instante, no s6lo con el consejo eficaz sino con el trabajo per-
sonal de revision de las varias correcciones de pruebas. Ellos tienen
la mayor parte del mérito.

Unas palabras también para la McGraw Hill que nos ha cedido el per-
miso para esta tradueccidn.

Y finalmente no podemos dejar de mencionar a los compaiieros que
han estado a cargo de !a Comisién de Publicaciones desde el afo 1955
a la fecha, Slemenson, Galtier, Vilas, Peral, Schifini, Estanga y Segre,
y a nuestro ex administrador, D. J. Canton, y al actual, J. F. Pre-
gliasco, asi como a todas las « manos anénimas» que han hecho de
esto una realidad.

COMISION DIRECTIVA
QOctubre de 1958.



PROLOGO DEL AUTOR

Este libro fué escrito para ser usado .como texto en los cursos dedi-
cados a la teoria de ecuaciones de las universidades y colegios americanos.
Por ello es de caridcter elemental y, con pocas excepciones, s6lo contiere
el material que ordinariamente se incluye en textos de esta indole. Pero
su presentacién se ha hecho tan explicita que el libro puede ser estudiado
por los alumnos sin la ayuda del profesor.

Cada tema que se trata en el texto se presenta totalmente desarrollado
y no se hace referencia a resultados que se encuentren por sobre el alcance
de este libro. Por ello es que, aun cuando contiene, en general, los mismos
temas que otros textos de uso corriente, los sobrepasa en tamafie. Unos
pocos tépicos que pueden omitirse sin perjuicio se encuentran sefialados
con estrellitas negras. Numerosos problemas se- agregan al final de cada
seccién principal. En su mayoria son simples ejercicios; pero los que
encierran mayores dificultades estdn sefialados con asteriscos.

En cuatro capitulos la exposicién difiere de la usual. En el de nimeros
complejos, la exposicién superficial tan comtn en muchos libros fué
reemplazada por un simple pero completo tratamiento de la teorfa de
los niimeros complejos. La experiencia del autor lé indica que los estu-
diantes, casi sin excepcién, siguen esta presentacién sin dificultad.

En el capitulo sobre separacién de raices el autor expone un método
muy eficiente para separar raices recales, muy superior en la préctica
al que se basa en el teorema de Sturm. Cree el autor que ningin otro
libro menciona este método, que él hallé hace mucho tiempo y que ha
enseiiado a sus alumnos durante varios afios.

En el capftulo sobre cileculo numérico de rafces, el método de Horner
est4d presentado en su forma original, incluyendo el proceso de con-
traceién, que lamentablemente ha desaparecido de los textos ameri-
canos. Ademds se hace un estudio completo del error causado por
la contraccién.

Los determinantes se introducen, no por medio de la definicién formal
como es usual, sino por sus propiedades caracteristicas, siguiendo a
Weierstrass. La ventaja es evidente, por ejemplo, en la demostracién
del teorema de multiplicacién de determinantes. También se desarrollan
en ese capitulo algunas nociones elementales sobre el dlgebra de las
matrices.

X
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Algunos puntos, debido a su dificultad intrinseca, han sido agrupados
en apéndices. El apéndice I trata sobre el teorema fundamental del
Algebra. El autor eligié como demostracién més intuitiva, y por lo
tanto més asequible para los principiantes, la cuarta demostracién dada
por Gauss.

El apéndice II da la demostracién de un teorema de Vincent, en el
que se basa el método de separacién de raices antes mencionado.

Los apéndices III y IV fueron agregados por sugerencia del profesor
S. P. Timoshenko, por ser de interés para los estudiantes de ingenieria.
El apéndice III est4 dedicado a un criterio simple para que una ecuacién
tenga todas sus raices con parte real negativa. El apéndice IV trata la
solucién por iteracién de la ecuacién de frecuencia.

El apéndice V da una explicacién del método de Graeffe para calcular
rafces y es de particular interés en el cilculo de las raices imaginarias
de una ecuacién.

J. V. UsPENSKY

Universidad de Stanford, California
Diciembre de 1946

La explicacién del autor al editor sobre los propésitos de este libro ha
sido colocada como prefacio porque llena los requisitos para serlo y
expresa su pensamiento.

Nuestro agradecimiento a Max A. Heaslet, del Comité Consultivo
Nacional para la Aerondutica, y a Carl Douglas Olds, del Colegio del
Estado de San José, por la ayuda que espontdneamente ofrecieron y
prestaron en la edicién y correccién de pruebas de este texto de su antiguo
profesor. Asumieron esta responsabilidad, que normalmente recae sobre
el autor, mientras desarrollaban pesadas tareas propias, ya que el falle-
cimiento del autor ocurrié inmediatamente después de la entrega del
manuscrito a los editores.

L. Z U

Mayo de 1948.
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CAPITULO I

NUMEROS COMPLEJOS

1. ¢Qué son los niimeros complejos? — Las letras empleadas ordi-
nariamente en los cursos elementales de Algebra representan n@meros
reales, es decir: enteros y fraccionarios —positivos y negativos —, inclu-
yendo el cero, que son los llamados numeros racionales; y nimeros irra-

3

cionales tales como 42, /3, etc. Sélo ocasionalmente, relacionindolos
con la solucién de ecuaciones cuadriticas, se mencionan los niimeros
imaginarios o complejos. Por ejemplo, al aplicar la férmula general
para hallar las raices de una ecuacién cuadritica, a la ecuacién

224+z+3 =0,

se dice a los estudiantes que admite las raices

N e TR Gy y

2 ’ 2

donde el simbolo 4/— 11 es una cantidad imaginaria puesto que los
ndmeros negativos no pueden tener raices cuadradas reales. A los estu-
diantes se les ensefia c6mo realizar operaciones con estos nimeros ima~-
ginarios por un procedimiento puramente formal; pero no se da ninguna
explicacién adecuada de los fundamentos de estas operaciones con
simbolos que, por si solos, no tienen ningin significado. Probablemente
este procedimiento se justifica, por cuanto a la edad en que los estudiantes
se encuentran por primera vez con estos nidmeros < imaginarios », no
han desarrollado atin una suficiente facultad de abstraccién como para
entender lo que realmente estdn tratando, y sélo puede esperarse que
adquieran una cierta destreza en las manipulaciones formales. Pero
cuando llega el momento de emprender estudios més serios de la parte
del dlgebra que se llama teoria de ecuaciones, se hace necesario volver
a hablar de los nimeros imaginarios o complejos para establecer upa
base sélida sobre la que descansen los desarrollos subsiguientes.

En lo que sigue, las letras a,b,¢, ..., etc.,, (con la tnica excepeién
de la letra 7, que scrd usada con un significado especial) servirin para
designar nimeros reales. Un par ordenado de ndimeros reales

(a;b)
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de los cuales a es la primera componente y b es la segunda componente,
seréd considerado como una nueva entidad o un nuevo objeto de inves-
tigacién matemética y de aqui en adelante lo denominaremos numero
complejo. Para poder hacer objeto de investigaciones mateméticas a
pares ordenados de mimeros o nimeros complejos, debemos extender
a ellos la nocién de igualdad y definir asimismo el significado de las
cuatro operaciones fundamentales que pueden realizarse con ellos:

adicién
sustraccién
multiplicacién
divisién,

2. Definicién de Igualdad. — Dos nimeros complejos (a; b) y (c; d)
son tguales Unicamente si a = ¢ y b = d. Los niimeros complejos que
no satisfacen esta condicién de igualdad se illaman desiguales. Para

indicar la igualdad se utiliza el signo ordinario =. Asi, la igualdad
(a; 0) = (c; d)
significa
: a=c¢;b=d

De acuerdo a esta definicién
@;V12) = (N7 + 4438 + 2 N7 —4v3 ;2v3)

puesto que
2=1\7+4V3 +/,\N7—4V3  (wpor qué?)

Vi2 =243

Por el contrario, los nimeros complejos (1; — 1) ¥y (— 1; 1) son des~
iguales, y esto se indica escribiendo

(1; —1) = (—1;1).

3. Definiciones de Adicién y Multiplicacion. — De las cuatro
operaciones fundamentales, la adicién y la multiplicacién se llaman
< operaciones directas » y por medio de ellas se definen las « operaciones
inversas »: sustraccién y divisién. Para la adicién y multiplicacién de los
ntmeros complejos se adoptan las siguientes definiciones:

Definicion de Adicién. — La suma de dos nimeros complejos (a; b)
y (c; d) es el ndmero complejo (a + ¢; b + d) obtenido sumando, res-
pectivamente, las primeras y las segundas componentes de los dos
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pares dados. Para indicar la adicién se usa el signo ordinario de suma,
de modo que el contenido de esta definicién puede expresarse conve-
nientemente asf:

(@;0) + (c;d) = (a+¢;b+ d).

Por ejemplo:
1; =1 +(2;1) = (3;0),

0;1) +(1;0) = (1; 1),
(3;2) +(—3;,—2) =(0;0).

Definicion de multiplicacién. — El producto de dos niimeros complejos
(a; b) y (c;d) es el nimero complejo (ac — bd; ad + bc). La multipli-
cacidén se indica colocando el signo . o X entre los factores; a veces, cuando
no existe peligro de confusiones, puede omitirse el signo de multipli-
cacién. El contenido de la definicién puede expresarse convenientemente
escribiendo

(a; b).(c; d) = (ac — bd; ad + be)
o
(a; b) (c; d) = (ac — bd; ad + bc) .

De acuerdo con la definicién tenemos, por ejemplo:
(2;3).(1,2) =(—47),
(1; —1).Q;1) = (2;0),
(0;1).(0; 1) = (—1;0).

4. Leyes Fundamentales de la Adicion y Multiplicacion. —
Mientras que la definicién adoptada para la adicién de los niimeros
complejos es aceptada inmediatamente como natural por los estudiantes,
éstos se quedan perplejos por el caricter aparentemente artificioso de
la definiciéon de multiplicacién y siempre preguntan las razones por
las que se la adopta. Puesto que los nlimeros complejos son pares orde-
nados de nuevos objetos para los que las nociones de igualdad, adicién
y multiplicacién no estdn definidas inicialmente, es privilegio nuestro
definir estas nociones como nos plazea, esforzdndonos solamente por
hacerlo de modo tal que todas las propiedades fundamentales de las
operaciones algebraicas con nimeros reales conserven su validez para
los nimeros complejos, ¥ que, adema4s, los niimeros complejos sujetos a
tales propiedades puedan reemplazar a los numeros ¢« imaginarios »
hasta ahora sin sentido. Las propiedades fundamentales de la adicién
y multiplicacién de los niimeros reales son Jas siguientes:

1. a +b =050+ a. Propiedad conmutativa de la adicién.
2. (6 +b) +¢c=a+ (b+c). Propiedad asociativa de la adicién.
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3. ab = ba. Propiedad conmutativa de la multiplicacién.
4. (ab) ¢ = a (bc). Propiedad asociativa de la multiplicacién.
5. (a + b) ¢ = ac + be. Propiedad distributiva.

Es fécil verificar que estas propiedades conservan su validez para los
nimeros complejos, con las definiciones de igualdad, adicién y multi-
plicacién adoptadas.

Esta verificacién inmediata se deja a cargo del estudiante.

5. Sustraccién y Division. — Una vez definida la igualdad, la
adicién y la multiplicacion, podemos definir la sustraccién y la divisién
en la misma forma que para los ndmeros reales. Restar b de a significa
encontrar un nimero z tal que

b4+z=a.
Tal nlimero —diferencia entre a y b— es tinico. La misma definicién
puede extenderse a los ndimeros complejos.
Definicién de sustraccion. — Restar el nimero complejo (c; d) de (a; b)
significa hallar un nimero complejo (z; y), tal que
(c;d) + (z;9) = (a;b).
Puesto que, ﬁor definicién de adicién, es:
(c;d) + (z;9) = (c +=2;d +y),
lag incégnitas z e y deben ser determinadas por las ecuaciones:
ct+z=a ; d+y=2»>
que admiten la tnica solucién
z=a—c¢ ; y=b—d.

Por lo tanto, la diferencia de (a; b) y (c; d) es un nimero complejo,
unfvocamente determinado:

(a;0) —(c;d) = (@ —c; b —d).
En particular, tenemos que:
(a; b) — (a; b) = (0;0)
o sea:

(a;b) + (0;0) = (a; b)

de modo que el nimero complejo (0; 0) representa el mismo papel que
el 0 para los nimeros reales.
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Para definir la divisi6én de nimeros complejos podemos también ba-
sarnos en la definicién de divisién de nidmeros reales. Dividir a por un
nimero real b distinto de cero, significa hallar un ndmero z tal que:

bz = a.

Por analogia resulta la:

Defintcion de divisién. — Dividir el nimero complejo (a; b) por (c; d)
distinto de (0; 0) significa hallar un nimero complejo (z; y) tal que:

(c;d) (z;9) = (a; 0).
Puesto que:
(¢; d) (z;9) = (cx —dy; dz + cy)

las incégnitas = e y deberdn hallarse resolviendo el sistema de ecuaciones

cx —dy =a ;dz+cy =b.

Eliminando primero y y luego z obtenemos:

(2 + d®) x = ac + bd
2+ d)y =bc—ad.

Por hipétesis ¢ y d no se anulan simultdneamente, y, en coasecuencia,
¢+ d? > 0. Por lo tanto z e y tienen valores perfectamente determi-
nados:

_ac+bd _ bc—ad

" ere VT exa
que, como puede comprobarse por simple sustitucién, satisfacen el sis-
tema dado. En consecuencia la divisién por (c¢; d) » (0; 0) nos da un
cociente perfectamente dzterminado que, conservando la notaciéa usual,
serd:

ac + bd be — ad
1b) 2 (c;a) = ;
(@;b) : (c; d) (c,+d, c,+d,)

0 bien

(@;b) [ac+bd _ bc—ad
(c; d) (c’-i—d2 ’ c’+d’)'
6. NGmeros complejos en forma binémica. — Todo ndmero com-

plejo puede ser escrito en cierta forma llamada binémica. En primer

lugar:
(a;0) = (a; ) + (0; D).

Utilizando la regla de la multiplicacién, se comprueba quel:
(0; ) = (6;0) (0; 1)
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Yy por lo tanto:
(a; ) = (a; 0) + (b;0) (0; 1),

que significa q. un nidmero complejo puede expresarse mediante ni-
meros complejos especiales del tipo (a; 0), con el segundo elemento 0
y un nimero complejo particular (0; 1) que de aqui en adelante designa-
remos con la letra 7, inicial de la palabra imsaginario. Cuando se aplican
las operaciones fundamentales a nimeros complejos del tipo (a; 0)
se obtienen los siguientes resultados:

(¢;0) + (6;0) = (a +b;0),
(@;0) —(b;0) = (a—b:0),

(@;0) . (b;0) = (ab; 0),
N
(@;0) : (b;0) (b,O),

de donde puede extraerse la notable conclusién siguiente: Si a los nimeros
complejos con segunda componcnte 0, se los somete a las operaciones
de adicién, sustraccién, multiplicacién y divisién (operaciones llamadas
racionales), cualquiera sea la cantidad de veces que se repita cada ope-
racién, el complejo resultantc tendrd también su segunda compoaente 0,
mientras que la primera componente resultard de realizar las operaciones
indicadas con las primeras componentes de los complejos dados. Esto
gignifica que los nimeros complejos con la segunda componente 0 se
comportan, con respecto a las operaciones racionales, exactamente como
sus primeras componentes, que son nimeros reales. Operando inicamente
con tales nimeros complejos, podemos identificarlos, sin temor a con-
fusién, con niimeros reales iguales a sus primeras componentes. Por lo
tanto, podemos designar desde ahora ¢n adelante a los ndmeros com-
plejos del tipo (a; 0) simplemente por a. De esta manera, el simbolo «
tiene dos significados: uno, como simbolo de un nimero real; otro,
como simbolo de un nimero complejo (a; 0). En tanto tengamos una
férmula que involucre sélo operaciones racionales con tales simbolos,
continuaré siendo véalida ya sc interpreten los simbolos de una u otra
manera. Por ejemplo, en la identidad:

a?—b? = (a + b) (a—b)

los simbolos ¢; b; @ + b; a — b, pucden ser interpretados como simbolos
ae ndmeros reales o como simbolos de los ndmeros complejos (a; 0);
(b;0); (@ + b;0); (@ —b;0), y la identidad serd verdadera en ambos
casos. De acuerdo con la convencién adoptada todo ndimero complejo
podré escribirse en la siguicnte forma bindémica:

(a;b) =a+ b
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donde 7 est4 colocado en lugar de (0; 1) y a, b, son los nimeros complejos
(a; 0), (b;0). Por la regla de la multiplicacién tenemos:

(0; )* = (—1;0)

o, con los signos convencionales adoptados:

2= —1,

Observando que las leyes fundamenlales de las operaciones que son
vilidas para los nimeros reales, siguen siéndolo para los complejos,
llegamos a la conclusién de que al efectuar las operaciones fundamentales
con nimeros complejos presentados en forma binémica, podemos operar
con ellos como si se tratara de binomios algebraicos, teniendo cuidado
de reemplazar 7%, cuando aparezca, por — 1. Es costumbre usar la
notacién abreviada b: para los nimeros complejos del tipo 0 + bi, y,
en caso de que b = =+ 1, escribir simplemente a + 7 en lugarde a + 112
oa—1z

Unos pocos ejemplos mostrardn las ventajas de operar con los nimeros
complejos presentados en forms bindémica.

Ejemplo 1. Hallar (1 4 ). Tenemos
A41)2=14+2i412=21¢
42 =04+1)20 44 =2i(1 +1) =—2+ 21.

El mismo ejemplo puede ser desarrollado en la forma siguiente. Tenemos:
(142 =14+37+32+412

Pero:

y entonces serd
140 =14+31—3—1=—2+21%,

Ejemplo 2. Hallar el cubo del nimero complejo

1. V3
m———?-f-‘t 2 .
En primer lugar,
1 3. A3 1 3 43 1 .43
= —4 —12—3 =—— =———t
4 4 2 4 4 2 2 2
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Ejemplo 3. Reducir el ndmero complejo

B+2ir1—34)
B+ (1 +29)

141
11—z

s la forma binémica. Tenemos:
B+2:)=9+12¢ +422 =5+ 121,
(54+129) (1 —34%) =5—364*—3¢ =41 —31,
B+4)¥=94+6i+*=8+61,
B84+60)(1+22) =8+12924227=—4+4221.

Para efectuar el cociente
41 —31

—4 +227

podemos, sin que éste varfe, multiplicar numerador y denominador por

—4—22¢,

y obtenemos
41—3i  (41—3i)(—4—22i) —230—890i 23
— 442258 (—4)? + 22t 500 T 50

En ]la misma forma,
1414 QA + 92

1—4¢ 2
y ¢l resultado final es:
23 39
—_————
50 10
Problemas

Reducir a la forma binémica:

2.7—384(—6431)— (44 31). 2. (2—819)1.
1
3. (24191 +21). 4. T
.l+.i. 6.1-'*-1: z‘.
—1 1 1—4

3—i

(1 44

9.
1—<

o
-\

2+ (1—21)

VTY

7—1

1
1+1 +

12.

4 +37) (1 —29)

1 .
- 1
141 +—o

1414
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13. Hallar los valores reales de = e y que aatisfacen la ecuacién
A+ @E@+2y) —@—29) (xr—y) =8 +34.
14. Hallar las rafces reales de la ecuacién
A+D22+ (142922 — (0 +42)z2—14+1=0.
15. Hallar las rafces reales de la ecuacién

M+ +0 42022 —01 +43)z2—1—27=0.

7. Parte real e imaginaria. Nameros complejos conjugados.
Valor absoluto o mdédulo. — En un nimero complejo a + bi expre-
sado en forma binémica, a se llama parte real y b (jno bil) parte imagi-
naria. La parte real y la imaginaria se designan generalmente de la
siguiente manera:

a=R(@a+b),
b=1 (a+ b),

donde R e I sop las iniciales de las palabras real e imaginaria. Los ntimeros
complejos con parte imaginaria nula se llaman nimeros reales, en virtud
de su total semejanza con los nimeros reales ordinarios; y los nimeros
de la forma bz, con parte real nula se llaman imaginarios puros. En
general, log nimeros complejos con parte imaginaria distinta de cero
se llaman nimeros imaginarios, simplemente para estar de acuerdo con
8l uso y la tradicién histérica, desde que los niimeros complejos conside-
rados como pares ordenados son justamente tan reales como los otros
y nada hay de imaginario en ellos. :

Dos nidmeros complejos a + b2 y a — bi que s6lo difieren en el signo
de sus partes imaginarias se llaman conjugados. Si designamos & uno de
ellos por una sola letra, por ej. A, el conjugado se designa por A, o

bien por A. El producto de dos numeros conjugados
A=a+bi ; Ag=a—bi
es un nimero real

AAq = (@ + bi) (@ — bi) = a? + b?

llamado norma de A. La rajz cuadrada positiva de la norma de A se
llama valor absoluto o médulo de A y se designa con el signo | A | o con
el signo mod. A. El uso de una u otra notacién depende de considera-
ciones de conveniencia en la escritura o impresiéa.

Asi
la +bi| = Var + b2
mod. (a + b)) = v a? + b*.
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Si C es la suma de los nimeros complejos A y B

C=A+48B,

sera
Co=Ao+Bo.

Es decir: la suma de los conjugados de dos ntimeros complejos es
igual al conjugado de su suma. En la misma forma, si C es el producto de
los nimeros complejos A y B

C = AB,
seri
Co = AoBo.

Es decir: el producto de los conjugados de dos nimeros complejos es
igual al conjugado de su producto. Ambas proposiciones se verifican
directamente comparando la suma o el producto de dos nidmeros com-
plejos con la suma o el producto de sus conjugados. De esto se deduce
que el conjugado de la diferencia o cociente de dos nimeros complejos
es igual, respectivamente, a la difercncia o al cociente de sus conju-
gados, lo cual, con la notacién adoptada, se expresa asf:

(A —B)o = Ay— By ; (i) = A
B /o B

Por sucesivas aplicaciones de estas reglas se deduce la importante
conclusién general que sigue: Si al efectuar operaciones racionales en
cantidad finita con los niimeros complejos A, B, C, ... se obtiene un
ndmero complejo X, al efectuar las mismas operaciones con los conju-
gados Ay, By, Co, ... el resultado serd X, conjugado de X.

Los nimeros reales coinciden con sus conjugados, y recipi'ocamente,
un ntmero que es igual a su conjugado es real. En efecto, la igualdad

a+br=a—bz
requiere que

Problemas

Hallar los médulos de los siguientes ndmeros:

Vs

2

1.4 2 1+'
. 1. . —— 41
2

1—1

ol

3.3+41. 4.

5. 22 — 1 4 21z donde z e8 real.

6.2z— 1+ (222 —21zx)1 donde z es real.
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7.28—~2'—2 41+ (22'—2z)1 donde z es real.

1—
8. ¢ CuAl es la parte real del ndmero 1 z 8i £ = cos ¢ + isen ¢?
z
9. Hallar un ntmero complejo ¢ tal que |e]| =1 y R (e?) = 0.

10. ;Cudles son los nimeros complejos iguales a: a) el cuadrado de sus conjugados y b)
el cubo de sus conjugados?

% 8. Teorema. — El médulo de un producto es tgual a: producto de
los mddulos de sus factores o, usando la notacién adoptada:

|A.B.C...L|=|A41.|B|.iC]...|L|.

DEeMosTrRACION: Consideremos primero el producto de dos factores
X = AB.
La norma de X es:
XX, = (AB).(4B),,

pero:
(AB)o = AoBy

y por lo tanto:
por consiguiente, haciendo uso de las propiedades asociativa y conmu-
tativa de la multiplicacién:

XXo = (AAO) (BBO) ’

extrayendo raices cuadradas en ambos miembros, y tomando las rafces
positivas:

VXX, =+VAA, .V BB,.
Pero

VXXO=IX] ;VAA() =|A| ;\/BBO =|B|

¥y por consiguiente,
|X|=1]41.]B],

|AB| =|4A|.|B].
Considerando ahora el producto de tres factores
X = ABC,

hacemos
Y = AB,
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por lo tanto
X =YC.

Por lo demostrado anteriormente
[Y{=14]|.|B!; X =1|Y]|.|C],

en consecuencia
|X|=14].1B].|C},

0 sea
|ABC|=141.1B|.|C].

D¢ la misma manera puede extenderse el teorema a cualquier nimero
de factores. De este teorema puede extraerse una importante conse-
cuancia: 8¢ un producto de numeros complejos es nulo, por lo menos uno
de los factores es nulo. Al suponer

queda establecido que
AV |B|.|C|..... |Lj=1]0]=0

v puesto que los factores que figuran en el primer miembro son reales,
uno de ellos debe s2r nulo. Sea:

|A| =0.
Pero, escribiendo A = a + bi, tenemos
4] = V@ FT =0,

por lo tanto: a® + b* = 0, que siendo a y b reales, sélo es posible si
a=0yb=0; 0osea A =0+0¢=0. Puede llegarse a la misma
conclusién partiendo del hecho de que el cociente est4 univocamente
determinado cuando el divisor es distinto de cero. Demuéstrelo el estu-
diante en la misma forma que el teorema anterior. %

Problemas
1. Demost 4 ' 4l
. Demostrar que: | — [ = —— -
| B|
(4 34) (1 3
2. ;Cuél es el médulo de %M »
—1

+ 23

1
3. ;Cuél es el médalo de I 8i z es real? Y qué puede decirse del médulo dek

—zt
mismo ndmero 8i £ = « 4+ 1B €8 un ndmero complejo, siendo g > 07
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4. Demostrar que

3 . 1
t—— | = —
4 4
si
i—=«
t= -
1421«
y < es real.
5. Si
, —3t+42
o =
47 —3
¥y = €8 un complejo tal que
3 1
T——| = —,
4 4
demostrar que
- 3 1
T —_—=—.
4 4

v 9. Desigualdad del médulo de la suma. — il médulo de la
suma de ndmeros complejos no depende simplemente de los médulos
de estos nimeros; por lo tanto, no existe para la suma un teoremsa tan
preciso como el del parrafo 8. Tenemos, en cambio, la siguiente pro-
posicién, menos precisa, pero que €s no obstante, de gran importancia
v utilidad:

TeorEMA. — El médulo de la suma no es mayor que la suma de los
mddulos de sus térmainos, o sea

|A+B+ ..... +L|s|A|+|B|+..... +1L1;

el signo igual sdélo serd vdlido cuando todos los numeros A, B, ..., L sean
1guales a cero o en el caso de que siendo wuno de ellos, por ejemplo A, dis-
tinto de cero, todos los cocientes

sean numeros reales no negativos.

DeMosTrRACION: Comenzamos con la siguiente observacién: Si A =
= a + bt, entonces

a=RA)s |A|

¥y el signo de igualdad sélo serd vdlido si b =0y a 2 C.
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Siendo:
|4l =VEFFT
serd evidentemente
a <+ya®+ b
si b % 0. Por otra parte, sib=0y a <0,
|A| =va= —a ;a < —a.
Finalmente, si b =0y az 0

a=+a*=|A4].

Consideremos ahora la suma de dos nimeros complejos A y B. Por
la definicién de mddulo:

|A+B*=(A+ B)(A + B)o=(4 + B) (4o + By,
)
|A 4+ B[*=AAo+ BBo+ (ABo+ AoB)=| A |*+ |B|* + (ABo+ A.B).
El conjugado de AB, es A¢B, y la suma ABy + A.B de dos nimeros
conjugados es el dnble de la parte real de AB,, o sea
ABy+ AB=2R(ABy).

Por la observacién anterior

R(ABo) s|ABo| = |A|.|Bo| = |A].]|B],

puesto que los nimeros conjugados tienen el mismo médulo. En con-
secuencia:

A +BPP=s AP+ |B*+ |4]|.|B|=(4]+ |B]*.
Pero los ntimeros |A + B| y | A | + | B| son positivos y por lo
tanto la desigualdad anterior implica que:

|A+Bls|A|+|B].

El signo de igualdad sélo es vilido si
R (ABo) =R (AoB) = leB ‘

y esto s6lo es verdad s1 A¢B es un nimero real positivo. Suponiendo-
que A = 0, e] producto AA, es un nimero positivo y

A.B B

A4, A
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es un nimero real positivo. Reciprocamente, si esta ecuacién es verda=
B -
dera, entonces A.B = (T) (AA,) serd real y positivo.
Considerando ahors la suma de tres ntimeros

A+B+C=(A+B) +C.

De acuerdo a lo demostrado anteriormente
(A4 +B)+Cls|4t+Bl+|C]|,
|A+Bl=s|A|+ |B].
En consecuencia:
lA+B+Cl=s|A|+[B|+][C].
El signo igual sélo serd vilido aqui si simultdneamente
|4+ B|=[A] +|B]
|(A+B)+C|=]A+B|+]|C].
Suponiendo que A # 0, la primera de estas igualdades sélo es vilida

A
si la razén ? es real y positiva. En tal caso, el nimero
A+B=A4A (1 + i)
A

no es cero, y

1+ 2
A

8 un nimero positivo. La segunda igualdad exige que la razén

C C( B \"!
A+ B A A)

sea real y positiva, que equivale a la cxigencia de que x sea real y
positiva. Es evidente que, razonando de la misma manera, se demostrara
el teorema para sumas de més de tres términos. %
Problemas
1. Demostrar que
lA—B!z|A|—|B| yque |A—B|2|B|—|4].

SuGESTION: Escribase A = B + (A — B).
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2. Si z es un ndmero complejo con |z | = 2, jcudl es el méximo de
|1 42422423

y para qué valor de z se alcanza este mdximo?

* 3. Si z e y son dos imeros complejos cualesquiera, demostrar que
lz+ylt+la—ylt =2z +2]y2.
* 4, Demostrar que la igualdad
fzo — 21 |2 = | 22 — 20)® + 121 — 20!
implica que

za— 20 = LA (21 — 2z0)

donde A es real y reciprocamente.

10. Raiz cuadrada de un nimero complejo. — Hallar la raiz
cuadrada de un nimero complejo A es equivalente a hallar la solucién
X de una ecuacién de segundo grado

X*=4.
Sea A =a+biy X =z + 1y. Entonces los nimeros reales z e y
deben ser tales que
(x +1y)2=a+ be.
Pero
(x4 1y)? =2 —y* ~ 2y,

en consecuencia, los nimeros reales z e y deben satisfacer el sistema
de ecuaciones:

22 —y*=a;2zy=0%. [11
La identidad

(22 + y?)? = (22 — y2)? + 4 2292,

combinada con las ecuaciones [1] da

z? + y? = Va + b2,

tomando la rafz positiva. Por consiguiente, de la primera ecuacién del
sistema [1] se deduce:

al + b+ a at+ b —a
poNEEYE , NOHVT [2]

Estas ecuaciones son consecuencias necesarias del sistema [1], pero
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pueden tener soluciones que no lo satisfacen. Para separar las soluciones
de [2] que satisfagan a [1], debe tomarse en cuenta la ecuacién

2zy=b.

En caso de que b =0, la ecuacién determina el signo de y corres-
pondiente a un dado signo de z; es decir, £ e y deben ser del mismo
signo cuando b > 0 y de distinto signo cuando b < 0. De acuerdo con
esto, las soluciones de la ecuacién

X2 =a+ bt

) *(V“—H Py

en caso de que 0 > 0, y

X=:t(|/\/a2+b’+a 1/ a2+b2—a)

en caso de que b < 0. Resta por examinar el caso en que b = 0. Por ser
V& =a 6 V&' = —a,

segin sea ¢ > 0 6 ¢ < 0, se deduce que

son:

z=xvYa;y=0
si @ > 0; y entonces la ecuacién
X*=a
tiene dos rajces reales
X = xva.

Sia<0

r=0;y=+xV—a
vy en este caso la misma ecuacién tiene dos raices imaginarias puras

X=xiy—a.

Finalmente, cuando a = b = 0, sélo existe una solucién, trivial X = 0.

Esta discusién demuestra que, una vez introducidos los nimeros com-
plejos, todo nimero complejo tiene raices cuadradas. La ecuacién general
de segundo grado

AX? 4+ BX 4+ C =
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con coeficientes complejos arbitrarios, puede resolverse por medio de
la fé6rmula conocida:
—B ++VB*—4 AC

X = 34 ’

cuya deduccién se basa en las propiedades fundamentales de las opera-
ciones y en la existencia de raices cuadradas.

NoTa: Cuando A es un ndmero real positivo, el simbolo \f A , por costumbre, significa
siempre la rafs cuadrada positiva, y con esta convencién la regla de la multiplicacién

de rafces:
V4 .VB=vVaB

es vilida cuando 4 y B son positivos. Sin embargo, cuando 4 es un ndmero real negativo

o un ndmero imaginario, no puede atribuirse al sfmbolo \/7, por medio de una simple
convencién, un significado tal que la regla de la multiplicacién de rafces sea siempre
vilida. En el caso de un ndmero real negativo o un imaginario A, es necesario especificar

siempre a cudl de las dos rafces se refiere el simbolo V A por medio de una condicién
adicional, como, por ejemplo, que la rafz tenga positiva la parte real o la imaginaria.

Asf, ‘V — 4 puede significar 27 0 —2¢; pero si se especifica que esta rafz debe tener la

parte imaginaria positiva, entonces el sfimbolo \/ -—4 vale para 27. Nétese que la re-
lacién de mag:itud expresada por las palabras mayor o menor s6lo estd definida para
ndmeros reales y no puede ser extendida a los nimeros complejos conservando todas las
propiedades de esta relacién.

Ejemplo 1. Resolver la ecuacién
Xt = —1.

En este caso: ¢ =0; b = — 1; \/a2 + b2 = 1, y siendo b negativo,

X=:t(/‘/;:—i/‘/—;—‘)=:tgl‘/_;.

Ejemplo 2. Resolver la ecuacién

X*=—5+4121,

En este caso
a-—5;b=l2;Va’+b2= 169 = 13
V169——5 \/169-{-5
—_—=t; ——— =9
2 2
¥y siendo b positivo:

X =+ (2439).

Ejemplo 3. Resolver la ecuacién de segundo grado

1IX'—2+4+2)X +2—1=0.
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Aplicando la férmula tenemos
242ixV—4
21

X

y tomando \/—4 = 21; se hallan las rafces

—1;2—1.

Problemas

Hallar las rafces cuadradas de los ndmeros:

1 V
1. 8. 2.0-——-{-3'—3.
2 2
1 \V3
3. —+¢ . 4. —3—41,
2 +1 3 3 i
5. —13 —843i. 6. —1+iy24.

7. 22 — 1 + 2 zi; siendo z real.

Resolver las ecuaciones de segundo grado:

8. 22 4+z+1=0. 9.222—3z+2=0.
10. 2 — (2 4+31)xz—1+4+3:¢=0.

1. 2—249)z22— (11 +94)2 —16 461 = 0.

Resolver las ecuaciones:

12. z¢ = 1. 13. 2t = —1.

14. z¢ + 4 = 0. 15. z* =119 —12014.
16. 2 —1 = 0. Né6tese que: 2* —1 =z — 1) (x2 4z 4+ 1).

17. 23 =1. 18. 2¢ —1 = 0.

19. 24+ 1 =0.

20.'z% = 1 4 5. Haciendo z = o + bi; ser§ entonces a® + 3ab? = 1;.3atb—bd =1,

3
y ademéas: a’+b’-ﬁ

21. Demostrar la siguiente proposicién: Si a; b; a’; b’, son nimeros racionales, pero
V b no es racionsal y

a+VT==a’+1fb_'.

g =a;b =b

entonces

22. Hallar todas lae ecuaciones de segundo grado: z* + pz + ¢ = 0 con coeficientes
racionales pero sin rafces racionales, en las que: a) una rafs es el cuadrado de Ia otra;
b) una rafz es el cubo de la otra.

b
*23. 8ia =0, b 0 son dos ndmeros complejos tales que la razén 2 em néme-
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10 real positivo, la rafz cuadrada \/ab puede elegirse de modo tal que la razén de la
media geométrica de ¢ y b

b1 = vab

a+b
2

a la media aritmética

a =

- . b
tenga una parte positiva real. Demostrar que, en ese caso, es también R (—l—> >0.
a
* 24. Con las mismas condiciones del problema anterior demostrar que

. 1
|b;—a,]<7|b—al.

11. Representaciéon geométrica de los ntimeros complejos. —
Las relaciones entre los nimeros complejos y su manejo se hacen intui-
tivos, mediante una simple representacién geo-

3 Y métrica. Habiendo elegido dos rectas perpendi-
% 2r@sbe culares 0X; OY como ejes coordenados, atribui-
0 mos & OX una cierta direccién, indicada en la
- 0 a X figura por una flecha, y elegimos entonces una
T e eea direccién del eje OY tal que, al rotar OX un

dngulo recto en el sentido opuesto al de las

agujas del reloj, su direccién coincida con la de
QY. Cada punto del planc, referido al sistema de coordenadas ele-
gido, tiene coordenadas definidas —a y b por ejemplo— y el complejo
a + bt estd definido por este punto. Reciprocamente, a todo nimero
complejo hacemos corresponder un punto cuyas coordenadas son, res-
pectivamente, la parte real y la imaginaria de ese niimero complejo.
De esta manera, entre los nimeros complejos y los puntos del plano
existe una correspondencia biunivoca en virtud de la cual los nimeros
complejos estdn representados por puntos. Los nimeros complejos de
la forma a + 07 —nUmeros reales— estdn representados por puntos
del eje OX, que por esta razén se llama eje real. Los nimeros complejos
de la forma 0 + bi o niimeros imaginarios puros estdn representados
por puntos del eje OY, llamado eje imaginario. Es costumbre designar
al punto representativo del complejo z por la misma letra y llamarlo
simplemente punto z. Asf, podemos hablar del punto O (origen); del punto

1; del punto 7; del punto 3 — 2 ¢; etc. El punto O, junto con z, determi-
—_— —
na un segmento dirigido Oz o vector Oz, que va del origen O al extremo
—
z. Recfprocamente, el extremo de todo vector Oz determina un niimero

complejo. En esta forma tenemos otra representacién geométrica de los
nimeros complejos por medio de vectores con el origen comin en O.
Las proyecciones del vector que representa a z = @ + b sobre los ejes
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OX y OY son, respectivamente, a y b; y la longitud del vector Oz —o la
distancia de O a z— por el teorema de Pitégoras es y/a? + b* y nos da
un significado intuitivo del médulo de z

Problemas

1. Si la direccién del eje real se elige como en la figura, ubicar los puntos represen-
tativos de los ndimeros complejos a) —1;b)3;¢)1 —3;

d)1+21; e —3—-21 f)————+21
2. 8i R (z2) = — jqué puede decirse sobre el lugar geo-

1MAGINARIO

métrico de los puntoe 2?

A

[ 2] ]

3. Resolver el problema 2 si los nénreros complejos z satis-
facen la condicién:

&JE RRAL

1 1
——<R() S —.
g <E@ =3

4. (Cuél es la posicién relativa de los puntos que representan ndmeros ¢omplejos con-
Jjugados?

5. ;Cudl es la posicién relativa de los puntos que representan los ndmeros complejos
a+biybdb4 ai?
6. (Cudl es el significado geométrico de: a) |z} =1;b) jz| <1;¢) |2z] > 1?

1 1
7. (Dénde estdn los puntos representativos de z si — > SR < - ylz| 21?2

12. Angulo de dos semirrectas dirigidas. — La figura siguiente
representa dos semirrectas dirigidas I y I’ que se cortan en un punto S
<on sus direcciones representadas por flechas. Por dngulo entre I y U’
—medido de [ a I’— que indicaremos por (II), entendemos el ingulo
que debe girar ! alrededor de 8 para coincidir con I’ en posicién y di-
reccién, considerindose este d4ngulo como positivo o negativo segin que
[ rote en el sentido opuesto al de las agujas del reloj o en el mismosentido
que las agujas del reloj respectivamente. Desde este punto de vista el
Angulo (') no estd univocamente determinado sino que tiene infinitos
valores, cuya vinculacién puede establecerse de la siguiente manera:
Sea ¢ el menor dngulo positivo que debe girar {
para coineidir con I’ en posicién y direccién. Si se
continda la rotacién en sentido positivo, volver§
a coincidir cuando el 4ngulo rotado sea ¢ + 2x
(midiendo los d4ngulos en radianes); nuevamente
coincidird cuando este dngulo sea ¢ + 4x y, en
general, cuando sea ¢ + 2k x, siendo k un niime-
TO entero positivo. Asimismo, haciendo rotar I en sentido negativo del
dngulo cuyo valor absoluto es 2t — ¢, las rectas ! y I’ coinciden en posi-

"~ ’

-~
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cién y direccién y lo mismo sucede después de una rotacién, en sentido
negativo, de la magnitud 2 k x — ¢, siendo & entero y positivo. Toman-
do todos estos dngulos negativamente, podemos decir que !’ formsa con 1
los 4ngulos negativos ¢ —2x; ¢ —4x; ¢—6=x; ... Por lo tanto, la
expresién general para el d4ngulo (') es: ¢ + 2k« siendo k =0, + 1,
4 2, ... un entero arbitrario y ¢ el menor 4ngulo positivo entre I y .
Es fdcil ver que ¢ puede expresar cualquier 4ngulo entre ! y I’; y atn
que todos los valores posibles de éste seran de la misma forma. Los
dngulos que difieren de miltiplos de 2 % se dicen congruentes de médulo
2 x (expresién extraida de la teoria de los nimeros), y se usa el signo
= pars expresar la congruencia. En este sentido tenemos una congruencia
evidente que es:

ay =—q@l.

Ademés, si tres semirrectas [; I'; I pasan por el mismo punto, es ficil
verificar que:

wy+yry+@'n=0,

por consiguiente, en virtud de la congruencia (I""1) = — (¢1’), se des-
prende que:

ary=QWH + @r.

A pesar de la multiplicidad del dngulo ({I) las funciones trigonomé-
tricas de este 4ngulo:

sen (II') ; cos (V)

tienen valores completamente determinados debido a que sen z y cos =
son funciones periédicas de perfiodo 2 x.

Problemas

1. Los lados de un tridngulo equilétero tienen direcciones dadas como se indica en
la figura. [Cudles son log valores numéricamente menores de los én-
(4 gulos: a) (i); b) (@"); ) (WU)?

2. Se inscribe un cuadrado ABCD en un s &
¢ circulo y se toma un punto P sobre el arco
BC. ;Cudles son los dngulos: a) (L;); b) C

I (ld2); © (hk), formados por los pares de se-
mirrectas U, &, ls, {4 de la figura ?

3. Trea semirrectas [, I, I’ se cortan en un mismo punto.
8i (' = 230°; (") = — 100°, hallar el valor numéricamen-
te menor del dngulo (I"'1'). (A

D A

4. Si cinco semirrectas L; L; ls; L; Is se cortan en el mismo
punto y: (bl) = 30°% (L) = — 200°; (Lk) = 300°; (LJ) = — 90°, jcudl es el valor nu-
méricamente menor del dngulo (Lils) ?
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13. Forma trigonométrica de un nimero complejo. — Volviendo
a la representacién geométrica de los ndimeros complejos explicada en
el PArrafo 11, sea 8 el dngulo comprendido entre el eje real y el vector

—
O:z. Este dngulo se llama argumento o amplitud de z. Estd definido sélo
para z # 0 y tiene infinitos valores que difieren entre si en multiplos

—
de 2 x. Siz = a + bi, a es la proyeccién de Oz sobre el eje real. Liamando

r al médulo de z
r=+va?+ b?;

de la definicién de cos 6 se desprende que

a=rcosf.

Dado que el d4ngulo que forman los ejes real e imaginario es %—, el

—
4ngulo entre Oz y el eje imaginario serd (12:—) — 8, vy la proyeccién de

—
Oz sobre éste serd

b =rcos(%—0)=rsen0.

En consecuencia, z = a + bi puede escribirse en la forma

z = r (cos 6 + 7 sen 9)

que es la llamada forma trigonoméirica de un nimero complejo. No
importa cuél de los posibles valores de 6 se tome; en la préctica sin
embargo, es conveniente elegir el menor valor numérico del argumento.
Para expresar un nimero complejo dado a + b en forma trigonométrica
debemos hallar primero el médulo r con la férmula

r=+a+ b
v luego hallar el 4ngulo 8 de menor valor numérico tal que

cos § = ;sen0=—b—.

r

~a|g

En general, serd necesario para ello usar tablas trigonométricas y
€n ese caso, es siempre més ventajoso determinar el 4ngulo por su tan-

b
gente. En efecto, en el caso de que sea " > 0 se'determina el 4ngulo
agudo w por su tangente

tgm=l
a
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ysetoma: 8 =wsia>0,y8 =0w—=xsa <0 Enelcaso de que sea

b
" < 0, el 4ngulo agudo w se determina por:

tgw=—b—
a

yi=—wsa>0=r—0wsia<0

Problemas

Exprésense en forma trigonométrica los siguientes ntéimeros complejos:

1. —4. 2. 1.
3. —61. 4. —1 +1.
1 . V3 1 . V3
5, —— 1 —_—, 6. —— +1 .
2 2 2 2
7. V3 —i. 8.1—V3—i(1+v3).
9. —4—31. 10, —2 + 1.
11. 1 4 cos a -+ ¢ sen a. 12, cos a + cos B + 1 (sen « + sen B).

14. Multiplicacion y division de ntimeros complejos dados en
forma trigonométrica. Férmula de De Moivre. — Las reglas de la
multiplicacién y la divisién son particularmente simples cuando los
complejos estdn dados en forma trigonométrica. Sean

A=r(cos®+1sen8) ; B =171 (cost + zsend’).

Multiplicando y agrupando factores en el segundo miembro, tenemos
que

AB = rr' (cos 8 + 7 sen 6) (cos 8’ + 2 sen §') .

Pero

(cos 6 + i sen 0) (cos 8’ + isen §') =

= cos 0 cos-8' — sen 0 sen 8’ + ¢ (sen 6 cos &' + sen O cos 0)
y por otra parte:

cos 6 cos &’ — sen 6 sen 6’
sen 6 cos 6’ 4 sen 6’ cos 6

cos (6 + 6')
sen (6 4+ 0');

por io tanto:
AB = rr’ [cos (6 + 0') + i sen (6 + 6)]

que significa que: el mddulo del producto es el producto de los mddulos
de los factores y el argumento es la suma de los argumentos. Por sucesivas
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aplicaciones esta regla se extiende a cualquier nimero de factores. El
producto de n factores

cos 8+ 2 sen6, ; cosb-+2senfy; ..... ; ¢o8 6, ¢ sen 6,

cuyos médulos son todos iguales a 1, es:

(cos 8; + 7 sen 6;) (cos 6; + zsen By) .. ... (cos 6, + isen §,) =
=cos (0 4+ O+ ..... + 0, +tsen (01 + 6+ ..... + 68,)
En particular, cuando 6; = 0. = ... = 0, = 8, esta férmula nos da

una importante identidad:

(cos8 + 1senb)» =cosnb +isenn b,
conocida como férmula de De Moivre. Por supuesto, n significa aquf
un entero positivo. Teniendo en cuenta que:

1 . s
(cos 0 + 7 sen 8)-1 = . _ o8 8 —7sen 6 -
cos 8 -+ 7 sen 6 cos® 6 + sen? 6

= cos —zgen § = cos (— 0) 4 isen (— 6)

y elevando ambos miembros de la ecuacién a la potencia n, obtenemos:

(cos 8 + 1sen 6) " = cos (—n ) + isen (—nb).

Por lo tanto la férmula de De Moivre es vilida también para expo-
nentes enteros negativos.
En cuanto al cociente de dos niimeros complejos

A =1r(cosb+isend) ; B =1 (cosb + zsenb’),

puede ser escrito de la siguiente manera:

A4 _ T (cosb +isenf) _ —t-(cos 0 4- 1 sen 9) (cos &' + 7 sen §')3.
B v’ (cos &’ + ¢ sen §') r

Pero
(cos 8’ 4 ¢ sen 6')~! = cos (— 8') + ¢sen (— 6')

y de acuerdo a la regla =stablecida para la multiplicacién:

A 7 fcos (8 — #) + isen (8 — 07].
B r

Por lo tanto: el mddulo del cociente es igual al cociente de los médulos
y el argumento a la diferencia de argumentos del dividendo y del divisor.
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Problemas
Hallar la expresi6n general para los siguientes casos (siendo n entero):

1. W3 +9)n. 21+ V3 +ia—v3)).

<1+sen¢+icos¢)"

1+sendp—icosd 4. [sen 6 —sen ¢ + ¢ (cos 6 —cos @

5. Dado
A+ =po+pmz+pz+...,

donde
nin—1)

n
po-l;px-l—;p== 12

son los coeficientes del desarrollo del binomio, y tomando z = ¢, demostrar que:

1/a2m nx

Po—pe+pi—... =2 cosT.
n n
Pr—ps+psi— ... ==21/2 sen : .

* 6. Tomando en el mismo desarrollo z = 1; w; w? siendo

—1+4iy3
2 )

hallar las sumas
(@ po+ps+ps+ ...

O p+pit+p+ ...
) po+ps+ps+ ...

Noétese que: 1 4 o™ + 0?8 = 0, si n no es miiltiplo de 3, pero es igual & 3 si n es un
mdltiplo de 3.
* 7. Tomando: 2 = cos § 4 7 sen 6 en la identidad
1 —2n
Tzttt "l s ——
—z
demostrar que:

1+2cosf+2co826+ ... +2cos{n—1)8 = gen(n —3)0

sen 4 0

6 — — %)

1;en0+sen20-<}-...—i—sen(n—l)()=Cos.i 005 (n — §) .
2sen 46

* 8. Utilizando un método andlogo, demostrar que

sen2n6
cos®+4cos30+ ... +cos(2n—1)6 = ———
28en 6

1-—cos2n6

sen® +8en36+ ... +sen(2n—1)0 =
2sen f
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* 9. Por medio de la férmula de De Moivre expresar: a) cos 3 ¢ en funcién de cos ¢
y sen 3 ¢ en funcién de sen ¢; b) cos § ¢ en funcién de cos ¢ y sen 5 ¢ en funcién de
sen ¢; ¢) cos 4 ¢ en funcién de cos ¢ y sen 4 ¢ en funcién de sen ¢.

*10. Expresar: a) sen® ¢ en funcién lineal de: sen ¢; sen 3 ¢; sen 5 ¢; b) sent ¢ en
funci6n lineal de: cos 2 ¢; cos 4 ¢.

15. Soluciéon trigonométrica de ecuaciones binémicas. — Por
medio de la férmula de De Moivre es posible representar todas las rafces
de la ecuacién binémica

donde 4 = 0 es un nimero complejo cualquiera dado en forma trigo-
nomsétrica. Sea

A = r(cos 9 + 7sen 8)
y tomemos la incégnita X también en forma trigonométrica:
X =R (cos®+ isen 8) .
Ser4, entonces:
X" = R" (cosn ©® + isen n @)
y esta expresién debe ser igual a:

A =7r(cosb + Zsen 6).

Puesto que los niimeros complejos iguales tienen iguales médulos, debe
ser:
R" =r;

en consecuencia B queda determinado sin ambigiiedad por la rafz ené-
stma positiva de r:

R=+7.

Ademds los argumentos de nimeros complejos iguales difieren sola-
mente en multiplos de 2=, de modo que:

ne =0+ 2kx

siendo k entero. En consecuencia, la expresién que nos da las rafces X es:

Y W(cosw-fisen M)

n n

En esta expresién es & un entero cualquiera, pero el niimero de raices
distintas serd s6lo n. Para obtenerlas basta tomar en esta férmula & = 0;
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1;2;...;n — 1. Porque si k es un entero cualquiera, dividiéndolo por
n y llamando [ al resto, tendremos:
k=mng+1,

donde 0 5! < n, de modo que I serd uno de los nimeros: 0; 1; 2; ... ;
n — 1. Pero:
6+ 2krx 6+ 21x

= + 2=,
n n
por lo tanto:
6+ 2kx 0+ 2ix
cos = oS8 R
n n
6 +2kx 6 + 21z
sen —————— = gen ————,
n n

lo que demuestra lo enunciado. Por otra parte, las » rafces obtenidas
tomando £k =0; 1; 2;... ;n — 1 son distintas. Suponiendo que para
dos valores dados de k¥ —llamémoslos k¥’ y k’"— hallamos rajces iguales,
en ese caso seri:

0 +2kx 0+2k'x 6 +2k= 0+ 2k"x
G = cos ; sen = sen

'
n n n n

co

y esto es posible sélo si

44 ’
0+2k'x=0+2k1t+21tq
n n

siendo ¢ entero; o sea:
' —k =nq.

Pero k'' — k' es numéricamente menor que n y no puede ser divisible
por » a menos que sea igual a cero; por lo tanto, k"’ y k' no pueden ser
dos nimeros diferentes como supusimos.

Por lo tanto todas las raices de la ecuacién binémica

X" = r (cos 6 4 7sen 0),

estdn dadas por la férmula
X = ‘Vr_(cos -e_tgﬁ + 1 sen M)

n n

tomando en ella: k =0;1;2;... ;n — 1.

Ejemplo 1. Resolver la ecuacién.
¢t = —4
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Siendo :
—4 =4 (cosx +1isenx)

la férmula para las rafces es:
4
2k k
NT (cmﬂ_*+isen:i2_*).
4 4
Haciendo en ella k = 0; 1; 2; 3; hallamos que los valores de las cuatro raices son:
V? coe—w—-f-isenl =141
4 4 ’
V? cos 3= + tsen 3= —1+41
4 4 4 »
2 (cos —+zsen—) =—1-1,

7=
\/2 (cosT+zsen———)-l—i.

Ejemplo 2. Resolver la ecuacién
3= —~81.

En forma trigonométrica serd:
. - 'x
-—81=-8[cos (— )+1sen(—-?)],

@k—~D=x +isen (4k-1)-:].

w|a

por lo tanto

z =2 |cos
| ;

Haciendo aqui: k¥ = 0; 1; 2; obtenemos las siguientes rafces:
2(005%—18@—) V3 —1,
2(cos 1+1Isen1)-2i,

2 2
2(cos —2—1+isen-%)——ﬁ_—i.

Problemas

Expresar en forma trigonométrica las rafces de las siguientes ecuaciones:

.zé= —161¢. 2. z0 =1 +1.
3. 22 =—2i4. 4. 2d=1—1.
3

V . 6. 23 = 0w,

5.x‘=m;m-——2—+1 2
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7. 28 = — 4. 8.x‘=1+\/?+(1—ﬁ)i-

9. Resolver algebraicamente el Problema 4 y hallar las expresiones para cos 15° y
sen 15°

10. En la misma forma, resolver algebraica y trigonométricamente la ecuacién

1 ,\/_3—.

g
=gt

11. Resolviendo la ecuaci6n: z& = 4, algebraica y trigonométricamente, demostrar que:

V5 +2v5 1
5

; sen 18° = 3 .
V176 + 805 V176 + 805

Por otra parte (véase el Parrafo 16):

08 18° =

sen 18° = -V54—; cos 18° = -—10+T2\£)—

JCémo pueden conciliarse estas expresiones?
16. Raices de 1a unidad. — La ecuacién binémica particular
" =1

que define las asi llamadas raices de la unidad de grado n, es de especial
interés. Puesto que en este caso r = 1y 6 = 0, las » raices de la unidad
se obtienen de la férmula:

. 2k
coszkx—i—zsen x;
n n
tomando en ella: Kk =0;1;2;... ;n —1. Para k = 0 tenemos una

raiz evidente: £ = 1; y las otras n — 1 raices, por la fé6rmula de De
Moivre, son las potencias

whk=1;2;... ;n—1,
de la rafiz
w0 = cos2—x+ i sen —2-1
n n
Siendo:
2r— 1= -1 @@ +z*4+ ... + 1),
1o que se verifica multiplicando directamente; w, ?, . ..,»" ! son rafces

de la ecuacién
Aty 4 .+ zz4+1=0.
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Para algunos valores particulares de n esta ecuacién puede ser resuelta
fdcilmente en forma algebraica; por comparacién de las soluciones

algebraicas y trigonométricas en tales casos, pueden hallarse expre-

. . 2% 2=z .
siones algebraicas para cos (—) y sen (—'— como se ve en los si-
n n

guientes ejemplos:
Ejemplo 1. La rafz cdbica de la unidad

x i 2x
= ¢co8 — + isen ——
@ 3 3
satisface la ecuacién

24+z+4+1=0.

Las rafces de esta ecuacién halladas algebraicamente son:

LN 1 N8
2

2 2 2
2% . 2¢ e
Puesto que cos ru es negativo y sen —3—) es positivo, serd:
1 V3

2'x+, 2x +i
co8 — F i8N — = — — 4 ¢ )
3 2 2

por lo tanto:

2= 1 2% V 3
co8 — = — — ; genp —— = ——,
3 2 3 2
como se sabe por trigonometria.
Ejemplo 2. La raiz quinta de la unidad
2x e 1:
= cos — + isen ——
“ 5 5

satisface la ecuacién

t+ri4++z4+1=0.
Esta ecuacién pertenece a la clase de ecuaciones reciprocas del tipo

art + b3 +cx?+br4+a =0

y toda ecuacién de este tipo puede resolverse de la siguiente manera: Dividida por 2%,
la ecuacién propuesta toma la forma:

1
Bd o bzt t1 =0,
zt z
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Haoemos shora:

1
Tt -—=y.
x

Entonces serd:

1
At —=y'—2
z?

e y puede hallarse resolviendo la ecuaci6n de segundo grado
y¥+y—1=0,

cuyas rafces son:

1=

—14vV5 —1—v5
T BT T
Queda . determinar z, resolviendo las dos ecuaciones:

1 1
zt+—=uy ; z+—=uy,
z z

lo que es equivalente a:

D—yiz+1 =20 ; 22—yxz+1=0.

Las cuatro rafces halladas resolviendo estas ecuaciones son:

—1+vVs  Vio+2vs5
2 +1 1 ,

PN YT

10 +245
4 : 4 ’
—1—45  Vi—2v5
4 +* 4 !
—1—v5  Yio—2v5
4 4 )

2 2
Ahora bien, cos (—;—) = ¢c0s72° y sen (T“) = gen 72" »un ambos positivos, de

modo que, necesariamente:

@ = c0872° 4~ ¢t8en 72° =

—14+v5 Vo +2v5
e 2 )

€n consecuencia:

-1 5 Vio +245
coe72°=——:—i5—— H sen72°=——+4——.

Leas otras rafces, en el orden en que estin escritas, son: w%; w?
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La divisién de una circunferencia en partes iguales o la construgcién
de poligonos regulares inscriptos est4 vin-
culada fintimamente con las raices de la
unidad. De hecho, si Aq, 4y, ..., Ap—; son
vértices de un poligono regular de n lados
inscripto en un circulo de radio 1 y se elige

OA, como eje real, los dngulos que OA4,,
27 4=

0A,, OA;, ... forman con €l gon:—— ;—;

6% . n n

—— ..., y en consecuencia, los vértices A,,

n

Ay, Ag, ... estén representados por los nimeros complejos

Lo;wh...,

2z . 2T .

donde © = cos {——) + 7 sen {[——]}. Para construir el poligono es
n n

.. ] 2=
suficiente trazar la abscisa OP = cos —— o la parte real de o. La
n

construcecién con regla y compés serd posible si la expresién algebraica
de o resulta compuesta solamente por rafces cuadradas. De esta ma-
nera, la construccién de poligonos regulares requiere la solucién alge-
braica de la ecuacién z® = 1 y la investigacién de las condiciones bajo
las cuales pueden expresarse sus raices por radicales cuadrdticos. Esto
constituye un importante capftulo del 4lgebra llamado ciclotomia. Para
la construccién més conveniente de poligonos de 3, 4, 5, 6 y 10 lados,
se remite al lector a los problemas siguientes.

Problemas

1. Demostrar que la rafz vigésimo cuarta de la unidad: cos 15° + ¢ sen 15°, satisface
la ecuacién

22—z 41=0
v hallar la expresién de las rafces de esta ecuacién en forma trigonométrica y algebraica.
Nétese que:
H—1=(@E@E2—1) (@ +1)(@—z+1).
2. Demostrar que
4z

k.9 x
¢1=2cos—7—; e¢=2cos—7—; @ =2c08 —,

7

son rafces de la ecuacién cébica y*+ y?—2y —1 = 0.
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SueksTiON: Las rafces séptimas de la unidad satisfacen la ecuacién

stttz +1=0
1
Dividase por 2% y hdgase x +_x_ =y.

3. Demostrar que

2z 4z 8=
e,=2cos—§——; ez=2cos~9—~; as=2cos—9—-

son rafces de la ecuacién cdbica y* —3y +1 =0.

SucEsTION: Las rafces novenas de Ja unidad que no son raices cbicas de la unidad
satisfacen la ecuacién: 28+ 23 1+ 1 = 0.

4. Siendo

n = cos 24° + 7 sen 24°,

1 V3

o=—5ti

»

1445 . Vo +2v5
- 1 +1, 4 >

demostrar que n = e*w™ y expresar cos 24° y sen 24° en forma algebraica.

5. Para dividir una circunferencia en 3, 4, 6, 8 partes iguales puede usarse la siguiente
x construccién: Por brevedad, un efrculo de centro C y ra-

*k dio R se designard C (B). Los puntos B, C, D, E son in-
tersecciones del cfrculo O (0OA) con los efrculos A (0A),

T y-] B (04), C (04), D (04). El punto X es la interseccién

2 de los circulos A (AC) y D (AC). El punto ¥ se obtiene
como interseccién de X (0OA) y O (0O4). Demostrar que
AC, OX, AB, AY son los lados de.poligonos regulares de

2 o g 3, 4, 6, 8 lados inscriptos en O (04).

6. Conservando las notaciones del problema anterior,
describanse arcos C (0X) y E (0X) que se interceptan
£ en Z. Describase Z (OA) que intercepta a O (OA) en T.
Demuéstrese que AT y OZ son, respectivamente, la-

dos del pentdgono y el decdgono regulares inscriptos en O (04).

7. Idéese una construccién del poligono regular de 15 lados.

17. Significado geométrico de las operaciones con niameros
complejos. — La representacién geométrica -de los nimeros complejos
explicada en el Parrafo 11 abre el camino para las aplicaciones de los
nimeros complejos a la geometria. Es evidente que una construceién
geométrica resultard como una imagen de cierta operacién realizada



NUMEROS COMPLEJOS 35

con nimeros complejos. Aqui nos concretaremos sélo al examen de las
construcciones que corresponden a la adicién, sustraccién, multiplica-
cién y divisién de nimeros complejos, junto a unas pocas cuestio-
nes adicionales que pueden ser ttiles en la so-
lucién de los problemas siguientes. Los nimeros
complejos estdn represeutados por puntos o por
vectores, todos con su origen en O. En lo que
sigue serd necesario considerar vectores con ori-
genes arbitrarios para explicar la nocién de

equivalencia o igualdad de vectores. Dos vec-
—_— —
tores AB y CD con origenes en A y C, res-

pectivamente, se llaman equipolentes si se encuentran en la misma

recta o en rectas paralelas y tienen el mismo sentido y la misma
—_— —>
longitud. En la figura, AB.y CD son vectores equipolentes. Uniendo los

origenes y los extremos de vectores equipolentes, en general se obtiene
un paralelogramo. La suma de varios vectores, por ejemplo de los tres
vectores:

— —_— —
a=AB ;b =CD ;¢ = EF,

se efectia de la siguiente manera: En el extremo B de a, coléquese el

—
vector B( con el origen en B y equipolente con b; témese G como origen
—_—
y constriiyase el vector GH equipolente con
- . B C
¢. Entonces, el vector AH —o uno equipo-

e . a (-d
lente — es, por definicidn, la suma de los / \
vectores a + b + ¢. De la figura se despren- 4 ¢ £ D
de que la proyeccién de la suma de vectores -

sobre uns semirrecta [ es igual a la suma
de las proyeccionas de estos vectores; to-
méndose cada pro-
veceién positiva o
z / negativamente se-
/ gin que la direc-
2, cién del segmento
correspondiente (tal

O| s rear g como A'B’', G' H,
etc.) sea la misma

que la de ! o la opuesta. Serd ahora fAcil describir la construccién
correspondiente a la suma de nimeros complejos. Estando represen-
tados los ndmeros complejos z1 y 22 por los puntos z1 y 2z, se su-
man de acuerdo a la regla recién explicada para la adicién del veec-

672,122
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e —
tor Oz al Oz; el vector resultante O, serd su suma, y el punto { re-

presentardi el niumero complejo z; + z,. De hecho, si

. . .
Zi=a+bit ; z2=a2+ b2

—_—  —
las proyecciones de Oz y Oz sobre los ejes real e imaginario, serdn

respectivamente:
15 @z ; by; ba;
. e
por lo tanto, las proyecciones de OF son:

ay+a y b+ b

y en consecuencia:

t=al+az+i(bl+b2)=21+22.

Ndtese que la figura Oz { z;, en general es un paralelogramo, siempre
que los puntos O, z;, 22 no estén alineados. En el tridngulo Oz { el lado
Of, es menor que la suma de los otros dos, lo que conduce inmediata~
mente a la desigualdad

o+ 2] < o]+ | 2|

siempre que los puntos O, 2,, 2. no estén alineados. La misma desigualdad
vale aun cuando O, z, 2z estén alineados, si 2, y 2z, se encuentran en
semirrectas opuestas con respecto a O; si se encuentran en la misma.
semirrecta, entonces:

o+ 22| = |z + [z
Ahora bien, si z, y 22 se encuentran en la misma semirrecta que parte

de O, los argumentos de los nimeros complejos 2 ¥ z: son iguales y el
cociente es un numero real positivo; recipro-

- camente, en.el caso en que los argumentos de

Ve 2, y 22 sean iguales, O, z, 2z, estdn alineados y

2rZy 7 2, 2, y 2z; se encuentran en una misma semirrecta.
respecto de 0. Asf, por medio de la represen-

17} *  tacién geométrica hemos demostrado nueva-

mente vy de manera intuitiva la proposicién
establecida en el Pirrafo 9. La construccién geométrica para la su-
ma de dos nimeros complejos conduce inmediatamente a la corres-
pondiente construccién de la diferencia z, — z;. Esta diferencia estd
representada por el cuarto vértice del paralelogramo, tres vértices con-

secutivos del cual soa: O, 2z, 2. Evidentemente, el vector que repre-
—

senta la diferencia 2, — z; es equipolente con el vector z; 2.
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La regla para la multiplicacién de niimeros complejos en forma trigo-
nométrica nos proporciona una construccién simple para el producto
de dos nimeros complejos z; y 2.. Antes de explicar esta construccién
es necesario explicar lo que se quiere significar por sentido al referirnos.
al tridngulo ABC cuyos vértices se toman en el orden indicado. Yendo
de A a B, de B a C y volviendo nuevamente de C a A, el interior del
tridngulo puede quedar situado ya a la izquierda, ya a la derecha;
en el primer caso decimos que tiene sentido positivo; en el dltimo, que
tiene sentido negativo. Asi, el tridngulo ABC representado en la figura
tiene sentido positivo; pero el mismo tridngulo,
si sus vértices se toman en el orden ACB, ten- ¢ . _g
dr4 sentido negativo. Uniendo el punto z; con O /

y 1, se forma el tridngulo OQlz. Tomando ahora 1

2, como lado correspondiente a 01, construimos
otro tridngulo Oz, ¢ semejante a Olz, es decir,
con el mismo sentido y 4ngulos iguales en los S 7,2,

vértices correspondientes. Si ¢y ¥ ¢ son log 4n-
— —

gulos entre el ejs real y los vectores Oz y Oz,
—_—

por construccién el 4ngulo entre el eje real y OF es
¢1 + ¢3. El argumento de { es: ¢ + ¢.. Ademds,
designando con p, n, r2 las distancias de 0 a Y,
21, 22 respectivamente, se desprende de la semejanza de los tridngulos
01z, v Oz §, que:

LT
= T
51 1
en cons:cuencia p = r; 72 es el médulo de §. Por lo tanto, { representa.
al producto z; z2. Puede efectuarse una construccién similar para re-

presentar el cociente z1/2..

Sean los nidmeros complejos 21, 22, §, representados por tres puntos
alineados. En este caso, como puede verse en la
figura, los puntos O, { — 2, 23 — 2 estdn tam-
bién alineados, y por lo tanto los argumentos de

z, Y, —21 y 22 — 2 o son iguales o difieren en x. En

2 consecuencia,

9|

{—2a=Az—2),

0 sea
L=0—N2z+%ra2,

donde A es un nimero real. Es evidente que la reciproca también es
verdad; es decir, si A es real, los puntos ¥, z, 2 estdn alineados. El ni-
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mero A en la férmula precedente tiene un significado simple. Desig-
nando po} r la distancia entre 2, y 2z, y por ¢ el segmento Z—Z tomado
positiva o negat: amente segin que la direccién de z—l-z coincida con la
direccién :; o sea opuesta a :lla, evidentemente A es igual s la razén

) 1
r/¢. En particular, si A = P el punto ¢ es el punto medio del segmento
2123, y estd representado por el nimero complejo

2y + 2
——2 .

t=

El vector correspondiente a ¢ (23 — 2z;) es perpendicular a la recta
I que une z; y 2.; en consecuencia, es fdcil ver que los nimeros complejos

L=a+ir(2—2)

donde A es real, representan puntos de la recta trazada por un punto
arbitrario a y perpendicular a .

Problemas

1. Construir un tridngulo XYZ, dados los puntos medios P, Q, R de los lados XV,
YZ, ZX.

SuGEsSTION: Sean z, y, 2 nimeros complejos que representen los vértices desconocidos
X,Y,Z, y p,q,r nGmeros complejos que representen P, @, R. Entonces: z +y = 2 p;
y+2=2¢q; 2+ 2z =2r. Por simplicidad de construccién el origen puede colocarse
por ejemplo, en P.

2. Construir un cuadrildtero XYZT dados los puntos medios P, Q, R, S de los lados
XY,YZ,ZT, TX. El problema s6lo es posible 8i P, @, R, S satisfacen una cierta condicién.
JCudl es el significado geométrico de esta condicién? Satisfecha esta condicién, el pro-
blema es indeterminado.

3. Dados los puntos medios de cinco de los 1ados de un exdgono, jc6mo puede ubicarse
el sexto para que existan exdgonos tales que los puntos medios de sus lados sean los dados?

4. Dados los puntos P, Q, R tales que dividan los lados del tridngulo XYZ en segmentos
Cuyas razones sean:
Xp 1 YQ

_ 2
B QZ 1

PY 1’ Q
construir el tridngulo. Discutir la condicién para la existencia de un verdadero tridn-
gulo.

5. Los ntimeros complejos z = a + (b —a) ¢, donde a y b son complejos dados y ¢ un
ndmero real variable, repregsentan puntos de la recta ab. Demostrar que las rectas

z=a+®b—a)t ; z=c+(d—0o)
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(2=%) -0
d—c '
R(2Z=%\ -0
d—c¢ )

6. ;Cémo puede hallarse el punto de interseccién de las rectas del problema 5 si no san
paralelas? El valor de ¢ para el punto de interseccién estd dado por:

b—a a—c
zI(d_c)+1(d_c)=o.

7. Si 21, 22, 22 representan los vértices de un tridngulo, demostrar que las mediansas se
cortan en un punto y hallar el niimero complejo correspondiente a este punto.

son paralelas si

y perpendiculares si

8. Los ntmeros complejos zi, 22, 2: representan los vértices de un trifngulo zz.e; de
sentido positivo. St a, b, ¢ son las longitudes de los lados z12s, 2:23, 2123 y A, B, C los dngulos
opuestos, demostrar que

21 — 22 23— 21

=%(coeC’+isenC) ; -;—(cosA—t'senA).

23— 22 28 — 22
Adem4s, utilizando la idzntidad
(21 —_ 22) + (Z2 -_ zz) + (Za —_ 21) -i)

demostrar que
send  sen B sen C

a b c
b=acosC + ccos4; etc.

* 9. La media geométrica |21 2; de los nimeros complejos 2 y 2 puede construirse

de la siguiente manera: Dibtijese la bisectriz ! del éngulo
comprandido entre Oz y Oz: y por O la recta !’ perpendicu -

lar a I. Témese z: simétricamente a z» con respecto a I, y
dibijese un cfrculo que pase por los puntos zy, 22, z: y corte
a ! en los puntos § y — §. Estos dos puntos representan dos
valores de la media geométrica.

* 10. Con base AB = 2 a construir un tridngulo ABX co-
nociendo el producto de los lados AX.BX = m? y la dife-
rencia de los dngulos ¢ ABX — < BAX = 3.

SuGEsTION: Témese la base AB como eje real, el origen O
en su punto medio, y sea X el nmero complejo que repre-
senta el vértice incégnito X. Las condiciones del problema
nos llevan a la ecuacién

X* =a*—m? (cos 3 —17send), 4 0 B

X*=la+m cosi——iseni a—m{cos E——iseni .
2 2 2 2

La construccién de X surge del Problema 9.

0 bien



CAPITULO II

POLINOMIOS DE UNA VARIABLE

1. Las funciones racionales enteras o polinomios. — Una expre-
gidn de la forma

az*+ a;zt 4+ ... +a,

en la cual aq, a4, ..., a, son nimeros dados (reales o0 imaginarios) y la «
es la variable, se llama funcidn racional entera de x o polinomio en z.
Las constantes ao, a;, .. ., @, se llaman coeficientes, y los monomios se-
parados:

agz™ ;a ™t L. ay

se denominan términos del polinomio. Si g, = 0, el polinomio es de grado n
¥y Goz* es su término principal. Los términos con coeficientes iguales a
cero usualmente se omiten; mientras que, por otra parte, antes del
término principal pueden agregarse tantos términos con coeficientes
cero como se desee y todos los polinomios asi obtenidos son considerados
idénticos. Aun cuando estrictamente hablando, un polinomio debe
contener la variable z, sin embargo, por una cuestién de conveniencia,
es costumbre considerar a las constantes distintas de cero como poli-
nomios de grado cero. Un polinomio cuyos coeficientes son todos iguales
a cero, se llama idénticamente nulo y es reemplazado por cero. Al poli-
nomio idénticamente nulo no se le atribuye grado. Dos polinomios se
consideran iguales si son idénticos término a término; es decir, la
igualdad:

G+ gzt . Fa,=ber+ b+ ... + b,

implica que:

as=bg ;a1 =by;...;a, =b,.

A menudo es conveniente introducir en la notacién de polinomios
el uso de signos de funcién: f(z); g (z); ¢ (x); ete.; y alin omitir la z,
escribiendo simplemente: f, ¢, etc., si no puede darse lugar a dudas
procediendo asf. El resultado de la sustitucién de un nimero a en lugar
40



POLINOMIOS DE UNA VARIABLE 41

de z, en un polinomio f(z), es un nimero llamado valor numérico
de dicho polinomio para z = a y se indica con f(a). Asf, para los
polinomios:

f@) =322—z+ 2, gy =42t —224+ 2z —1,
hiz) =V22* — 3+ V2)z + 4,

tenemos

f(—1) =0, g(t) =3+3: , h(1) = 1.

2. Multiplicacion de polinomios. — La adici6n, sustraccién y mul-
tiplicacién de polinomios se conoce suficientemente bien de los cursos
elementales de 4lgebra. Solamente puede agregarse una observacién
de naturaleza prdctica con respecto a la multiplicacién. Si deseamos
por ejemplo, multiplicar los polinomios:

22—z+1 y 22441
1a disposicién usual de los polinomios es la siguiente:

@P—z+1D)X@E+zr+1)
xl,_z4+x2
»—a2t+ =
22—z +1
¥ F+ 2 + 1

Este procedimiento, sobre todo cuando los polinomios a multiplicar
tienen muchos términos, supone un trabajo indtil bastante considerable
al escribir las potencias de z. Esto puede evitarse usando el método de
los coeficientes separados. En este método escribimos solamente las suce-
siones de los coeficientes de los polinomios que deseamos multiplicar,
comenzando con los principales, y sin omitir los coeficientes nulos.
Entonces, los coeficientes de uno de los polinomios se mulfiplican en
orden por el primer, segundo, tercer, etc. coeficientes del segundo poli-
nomio, y los renglones de niimeros se disponen uno hajo el otro de tal
manera que cada renglén esté desplazado un lugar a la derecha con
respecto al precedente. Sumando los nimeros que se encuentran en una
misma columna obtenemos los coeficientes ordenados del producto,
y finalmente restitufmos las potencias de z faltantes. Por ejemplo, la
operacién realizada més arriba puede ordenarse como sigue:

1—1 1 X 1 1 1

1 -1 1
1 -1 1
1—1 1

1 0 1 01
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de manera que el producto resulta:
#+0x+22+0zx+1=02a+ 224+ 1.
Como otro ejemplo, multipliquemos:
24 2*—222+3 por 22 —32° 42— 1.

En este ejemplo el cdleculo se dispone como sigue:

1 01-—-2 0 3 X 2—-3 4 0—1
2 0 2-—4 0 6
-3 0—-3 6 0-—9
4 0 4 -8 0 12

-1 0—1 2 0-—3
2—-3 6—7 9—2-—10 14 0 —3

de manera que el producto es:

222 — 328+ 627 — 728+ Q25— 224 — 102 + 14 22— 3.

Uno de los renglones estaba compuesto de ceros, por lo que es obvio
que podia omitirse.

Debe agregarse una advertencia mas de importancia teérica: Si dos
polinomios no idénticamente nulos f(z) y ¢ (x) tienen términos prin-
cipales ap 2™ y bo 2™, ¢l término principal del producto serd

agbozntm

y el coeficiente difiere de cero; por lo tanto f(x).g (z) es un polinomio
no idénticamente nulo. En consecuencia, si

J@)g@x) =0

uno de los factores debe ser un polinomio idénticamente nulo.

Problemas
Multipliquense por el método de los coeficientes separados:
.4+ 23+22+2z+1porxt—xd4+22—2z+ 1.
220 —32*4+z—1 por 2* +3x2—1.

szttt 422 —5x2—2 por 2 —4 1t —522—2,

[ B

28 —3x+ 2 —zx+1por3f+TxP—z+4 1.

3. Division de polinomios. — La divisi6n de polinomios requicre
unga explicacién mas detallada. Sean:
J@) =az"+azt 1+ ...+ a,
g(x) = boxm4 brzm 14 ... + bs
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dos polinomios de grados n y m respectivamente, por lo que ap » 0
y bo =0, y supéngase que n 2 m. Eligiendo en forma apropiads una
constante ¢, se puede obtener un polinomio:

[ (@) —cozm™ g (2) = fi(2)

que si no es idénticamente nulo, serd de grado n; < n; para ésto es

suficiente tomar
Qo

co=-__

bo
Mientras sca n; 2 m puede encontrarse una constante ¢; tal que:
Ni(@) —eazvmg () = fa(z)

que si no es idénticamente nulo, seri de grado n. < n;. Si ny 2 m,
puede repetirse el mismo proceso. Ahora, los grados de los « restos par-
ciales » fy(z); f(2); ... forman una sucesién decreciente, de manera
que habri algdin primer resto parcial fi+1(z) que, o bien es idénticamente
nulo, 0 es de grado ngy1 < m. Reemplazando fi(z); f2(2); ... ; fe(2)
por su valor, tomado de las identidades:

J (@) —coxm g (2) = fi(x)
Si(@) —eaxm™g () = f2(x)

Je(@) — cez™ " g (2) = fin (2)
y poniendo por brevedad:
Cozm bz 4 d T = g (@) fraln) =1 (@)
obtenemos la identidad:
f@ =g@q@) +r),

en la cual r (z) es de grado menor que m o es idénticamente nulo. Los
polinomios ¢ (z) y 7 (z) se llaman cociente y resto de la divisién de f (x)
por g (z) y se encucntran por el proceso antes descripto, que es esencial-
mente igual al que se ensefia en los cursos elementales de 4lgebra.

Igual que en la multiplicacién, en la préctica es ventajoso evitar
el escribir las potencias de z usando el método de los « coeficientes
separados ». Por ejemplo, dividamos

22+ 2"+ 32— 1 por a*—325+ 42+ 1.

Al escribir los coeficientes separados no deben olvidarse los coefi-
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cientes nulos de los términos faltantes. La operacién se dispone como

sigue:
Dividendo Divisor
1 1 0 0 3 0 0 0—1[1—3 0 4 1
1 —3 0 4 1 l 1 412 32 82
4 0 —4 2 0 Cociente
4 —12 0 16 4

12 — 4 —14 — 4 0
12 —36 0 48 12 0
32 —14 — 52 — 12 0
32 —96 0 128 32 — 1
82 — 52 —140 — 31 — 1
82 —246 0 328 82
192 —140 —360 —83 Resto

Por lo tanto el cociente y el resto son:
z + 42+ 122% 4+ 32z + 82, cociente
194 z* — 140 2> — 360 x — 83, resto

¢ idénticamente:
224+ 27+ 320 —1=(*—3x+4z+1) (2t + 423 4
+ 1222+ 32z 4+ 82) + 194 2% — 1402 — 360x — 83

Si ¢l resto de la divisién de f (z) por g (z) es cero, es decir, si
f{z) = ¢ () q(2)

donde ¢ (z) es un polinomio, se dice que f(x) es divisible por g (z) o
que ¢ (x) es un divisor de f (z). Légicamente, ningin polinomio que no
sea idénticamente nulo puede dividirse por otro de grado mayor. De
esto puede inferirse que en una identidad de la forma:

J(@) =g@) )+ nx)

donde ¢ (z) y 1 (z) son polinomios y 7, (z) es, o bien cero, o tiene grado
menor que g (z), 1 (z) y 71 (2) coinciden con ¢l cociente v el resto obta-~
nidos por divisién. En efecto, si

f@ =g@) q(z) + ) =g@)qx)+r(x)

entonces

9@ (@) —g@)] =1 —n)

que demuestra que r(z) — i (x) es divisible por ¢g(x). Es imposible
que 7 (x) — 1 (x) no sea idénticamente nulo, pucs en ese caso su grado
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seria menor que el de g (z) y no podria ser divisible por g (z). Por lo
tanto 7 (z) =« (z) y también q:(x) = ¢ (z).

La simple advertencia siguiente serd necesaria més adelante: Si dos
polinomios f y f1 son divisibles por ¢, entonces para polinomios [ y 4,
¢l polinomio

Uy+uh

ser4d divisible por g. En efecto, por hipétesis
S =99 h =9gaq,

donde ¢ y ¢: son polinomios; por lo tanto:
Y+hfi=glg+hq)

es divsiible por g¢.

Problemas

Dividase por el método de los coeficiente separados
1.274+320—222+322—2x 4+ 1 por z* —z + 1.

2,227 —320 +2°*— 320 +52*—4x2+2x—1por 222 —3z2* 4z — 1.
3.26—3x24+62x—1 por 22 4+ x4 1.

4, 2104+ 254 1 por 224z 4+ 1.

5. (x + 1)T—27— 1 por {22 + z + 1)

4. El teorema del resto. — El resto de la divisiébn de un polinomio
por un binomio z -— ¢, donde ¢ es un nimero arbitrario, puede encon-
trarse sin realizar la divisién, por medio del siguiente teorema, que es
importante a pesar de su simplicidad:

Teorema del resto. — El resto oblenido en la divisién de f(x) por
{(x —c¢) es igual al valor numérico del polmomzo f(x) para z =c, es
decir, a f(c).

DEeMosTRACI6N: Por ser el divisor de primer grado, el resto serd una
.constante r. Llamando al cociente ¢ (z), tenemos la identidad:

f@ =(@—c)q@) +r.

Al sustituir z por ¢ en esta identidad, debemos obtener nimeros iguales.
Ahora, por ser r una constante, no estd afectada por esta sustitucién
y el valor del segundo miembro para z = ¢ serd

(c—c)g()+r=
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mientras que ¢l primer miembro es f (c); por lo tanto:
r=f{(c)
lo que significa que, idénticamente en z, es:
f@) =@ —0q@ +f()

Se deduce de este tcorema que f{(x) es divisible por (x — ¢) sélo si

J(e) =0

Ejemplo 1. Demostrar que f(z) = 22 4+ 2*—5z + 3 es divisible por z + 3. En
este caso ¢ = — 3, y por lo tanto tenemos que calcular

f(—=3)=—214+94+1543=0
por lo tanto f (&) es divisible por = + 3.
Ejemplo 2. Demostrar que z® — ¢® es divisible por £ — ¢. Esto es cierto puesto que
¢" —¢" = 0; cl cociente, hallado por divisién ordinaria, es:

gn—1 + cxn—2 + ¢ n—3 S et 1,

Ejemplo 3. ;Fn qué condiciones x™ — ¢® s divisible por x 4 ¢? En este caso debe
sustituirse £ = — ¢ en z™ + ¢®; el resultado de la sustitucion es:

(—e)®+c* ="+ c® =2c"si n es par,
(—o"+c* = —c"+ ¢ =V sin es impar.

Por lo tanto x® + ¢ es divisible por x + ¢ (para ¢ 5 0) sdlo si n es impar, y para un n
par ¢l resto después de dividir es 2 ¢

Problemas

Sin efectuar la divisién demostrar que:

1. 2 +3s2 4+ 322 + 3z + 2 es divisible por x 4 2.

2. 28 —3 1t 4+ 22— 2z — 3 c¢s divisible por z — 3.

3. Sia y b son distintos y f () es, separadamente, divisible por z —a y z — b demos-
trar que es divisible por (zx —a) (z —b).

Sin efectuar la divisién demostrar que:

4. 228 —T2*—222 4132 + 6 es divisible por 2 — 5z 4 6.

5 2184 226 4zt + 222 + 27 + 2 cs divisible por z? + 1.

6. 28+ 4254+ 324 4224z 4+ 1 es divisible por 2* +z + 1.

7. Demostrar que (z + 1)® — 2 — 1 es divisible por z* + z + 1 sélo si n es un nd-
mero impar no divisible por 3.
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5. Regla de Ruffini. — El cociente de la divisién por (x — ¢) puede
determinarse por un procedimiento muy conveniente, conocido como
Regla de Ruffini. En la identidad del Pédrrafo 4

f@)=(@—c)q) +r
sustituyamos ¢l cociente .

g(@) =box" 1t + bz 24 ... + by

donde bg; bi; be; ... ; ba-1 son coeficientes que se determinarén.
Efectuando la multiplicacién, tenemos:

(z—c¢)qgx) = box™ + (br — cby) 2! +
+ (be —eby) 2n 2+ ... + (bp—1 — cbp—2) T — cbp—
y
(x —¢c)q(x) + 7 =boz™ + (by — cby) 21 +
4 (b —cb) 2 4+ ... + (bp1 —Cbp2)z + r —cbp—y.
Como este polinomio debe ser idéntico a

ozt + gzl 4+ ...+ a1 4 a,

para doterminar bo; by; be; ... ; ba—1 y r igualamos los cosficientes de las
mismas potencias de z, obteniendo el grupo de ecuaciones:
bo=a¢ ;bi—cbog=ay ; ba—cbyr=az ;... ;
bpn1— b2 = @p—1 ; T — Cbpy = @,
de donde se desprende que bg, by, ..., b, y r se calculan ordenadamente
de la siguiente manera:
bo=ay ; by =ar+cby ; bp =ar+4¢cby ;... ;

ba1 = @1+ cbppz 5 r = an + cbpr.

El cédlculo es de naturaleza recurrente, y 2n la prictica puede ordenarse
mis convenientemente asf:

c) Gy 41 G ... QGn—1 Gy
¢bo ¢by ... cbnpo bdl,_l
Qo = bo b1 b2 .. bn_l r resto
| —

-~
coeficientes del cociente

Todos los coeficientes de f (x) estdn escritos sin omisiones en el pri-
mer renglén, comenzando con el ao. El tercer renglén comienza con
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ay = by que se multiplica por ¢, el producto se escribe en el segundo
renglén y se suma a a;; la suma b, se escribe en ¢l tercer renglén. Nue-
vamente, b, se multiplica por ¢, el producto se escribe en la segunda li-
nea y se suma a ap; la suma se sitia en el tercer renglén, y el mismo
procedimiento se repite hasta que, en la ditima columna, se encuentra
¢l resto 7.

Las expresiones independientes para b, by, ..., bs—y, r que s2 obtienen
por sustituciones sucesivas son:

bo=ayg ; bi=aoc+ a1 ; by = a4+ ayct+a;...;

b1 = @™ 1+ aqe" 2+ ... F ap—

T ="+ @™t aee 2+ ...+ a, = f(0)

que es una segunda comprobacién del teorema del resto.
Considerando la sucesién de polinomios:

Jo=ao s fi=xfota s fo=afita ;... falzx) = 2fn(x) + aa

es cvidente que:

fi(x) = ax* + vz 4+ ... + a;.

Por lo tanto
b;‘=fi(c) 7::0)1:2’"')7’._-1’

y
i@ =@—olfo@r=t+ file)z24+ ... +fia (0] + filo).

El proceso precedentemente descripto para la obtencién del cociente
vy el resto cuando se divide f(x) por (z -—¢) sc conoce como Regla de
Ruffini. Siendo el resto f(c), la regla de Ruffini nos provee un medio
conveniente para calcular el valor numérico de un polinomio para un
valor dado de la variable.

Ejemplo 1. Encontrar ¢l cociente y el resto de la divisién de
32t —T72t 4+ 52 —22—6zx-—8 por z+2.

Los cdlculos necesarios se disponen como sigue:

—-2) 3 —7 5 0 1 — 6 -8
— 6 26 —62 124 —246 504
3 —13 31 —62 123 —252 496

Luego el cociente es:

325 — 1318+ 31 2 — 6222 + 123z — 252
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y el resto
r = 496 .
Ejemplo 2. Dividir
526 —72+4+62*—2zx+4porz—1.

En este caso el proceso por la regla de Ruffini se reduce a sumas y puede digpeacrse
en dos renglones, como se indica:

1) 5 0 —7 6 —2 4

de manera que el cociente es:

Szt +5x2*—2z*+4z2 42,

y el resto
r=6,

Una simplificacién similar ocurre cuando ¢ = — 1, en cuyo caso el
proceso consiste lnicamente en restas.
Problemas

Mediante la regla de Ruffini determfnese el cociente y el resto de dividir:
1. 224 — 6284+ 72°—5zxz+1 porz+2.

2. — 723 —42? por z —3.
3.622—~10x2+5x+3 por z — 1,2,

4, 1023 —222432—1 por 2z —3.

S.xt 4+ —zx+1 por 3z + 2.

6. (n — 1)z —nx" ' 41 por (z —1)2.

7. Calcular f (0,75), siendo f(z) = —328 + 622 —z + 1.
8. Calcular f (—0,3), siendo f(z) = — 224+ 62 —2? + 2.

6. Regla de Horner. — Dado que segin el desarrollo de Newton,
toda potencia

zr=[c+ (z—c)]"=cr+ me™ 1 (z —c) +
mn—1)
1.2

-+ cm2(x—co)lt+ ...

puede expresarse eén potencias de £ — ¢, siendo ¢ un nimero arbitrario,
cualquier polinomio puede desarrollarse en forma similar. Sea

f(@) = Ao+ Ai(x—c) + A (— )+ ... + Au(z —O)™.
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Los coeficientes de este desarrollo pueden determinarse en forma muy
conveniente por aplicacién repetida de la regla de Ruffini. En efecto,
-escribiendo
J @ =4+ (@—c) fi(2) ; fi(@)=4:+A4: (x—c)+ ...+ A(z—c)" !
i@ =A1+(z—c) f2(2) ; f2(2)=42+... +An(z—c)""2

..............................................................

es evidente que A, se obtiene como resto de la divisién de f (z) por
(x —¢); A1 como resto de la divisién del segundo coeficiente f, (x)
por z —¢, ete. La disposicién de este procedimiento conocido como
Regla de Horner se entiende mejor mediante ejemplos.

Ejemplo 1. Desarrbllese segtin las potencias de x — 1:

f@)=4r8—6z+3z°+2*—x—1

En este caso la Regla de Horner se simplifica, reduciéndose a sumas

) 4 —6 3 1 —1 -1
4 -2 1 2 1 0
4 2 3 5 6 -
4 6 9 14 -
4 10 19
4 14
. -

Los ndmeros subrayados, lefdos de derecha a izquierda, representan los coeficien-
tes Ao, A], A1, ey An. Luego:

J@) =046@—1)+14(—124+19(x—1)2®4+14(z—11+4(x—1)s

Ejemplo 2. Desarréllese
f@) =2t—62241

en potencias de z + 2. El esquema de célculo de Ia Regla de Horner es, en este caso:

—2) 1 0 —6 0 1
—2 4 4 —8
= 4
—2 8§ —12
1 4 6 —8
—2 12 T
1 —6 18
—2
T —8
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Por lo tanto: .
2—6224+1=—7—8(z+2)+18@@+2)*—8(z+2¥+ (z+2)¢

es el desarrollo pedido.

Problemas
Desarr6llese:

1. 25 —2 en potencias de z — 1.

2. 25— 6 2% + 2 — 1 en potencias de z + 1.

3. —4z8+ 22—z + 1 en potencias de z + 2.
4.3z + 622 + 22— 1 en potencias de z —0,3.

7. Formula de Taylor. — Los coeficientes del desarrollo de un poli-
nomio en potencias de z — ¢, dependen de una manera simple, de los
valores numéricos de este polinomio y de sus derivadas en z = ¢. Mien-
tras la nocién de derivada de una funcién, en general, estd intimamente
ligada a la idea de limite y por lo tanto, pertenece con més propiedad
al c4lculo diferencial, en el caso especial de los polinomios, las derivadas
pueden definirse algebraicamente sin referencia alguna a limites. La
derivada f' (x) de un polinomio f(z) puede definirse como el coeficiente
de la primera potencia de k en el desarrollo de f(x + h) en potencias
crecientes de una variable auxiliar h. De esta definicién y del desarrollo
del binomio: '

x—c+nrr=—c)*+n(xz—c)th+4+ ...

se deduce inmediatamente que la derivada de (z —c)"es n (z —c)" !
y, en particular, que nz"!es la derivada de z". Atin m4s, es evidente
que multiplicando un polinomio por una constante, su derivada queda
multiplicada por esa constante y que la derivada de la suma de poli-
nomios es igual a la suma de sus derivadas. De esto es facil sacar la.
conclusién de que la derivada de

f@) =azt+az" 4+ ... + @12 + G,
es
J'@ =naz 14+ (n—1azr24 ... + @p.

Puesto que f/ (z) es un polinomio, podemos considerar su derivada,
que se llama segunda derivada J’/ (z), de f(z). En forma similar, la
derivada de la segunda derivada es la derivada tercera, f’”/ (z), de f (z),
etcétera.

Ahora, té6mese el desarrollo

J(@) =A4c+ Ai(z—0c) + A2z —)+ ... + da(z— )"
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y férmense las sucesivas derivadas de ambos miembros:

S @=41+24:(xz—c)+343(x —c)*+ ... +nd,(x—c)+?
" (@ =24:+3.2.435x—c)+ ... +n(n—1) A, (x —c)~2
J"(@x) =3.2.4:;+4.3.2. Ai(z—c)+ ...

Tomando aquf z = ¢, encontramos

Ao=f(c) ; Ai=f'(c) ; Ax =

E A ’

OIS (IOW
1.2 1.2.3

Yy, en general:
%0
1.2.3...12

Luego, el desarrollo de f (z) en potencias de (x — ¢) toma la forma

1@ =10+ e—0 + L @ —or

Jo (c)

—_—(z—o0)"
1.2.3...n( )

+ ...+

que se conoce con el nombre de férmula de Taylor. La regla de Horner,
que sirve para calcular los coeficientes de este desarrollo, constituye un
método conveniente para calcular los valores numéricos de un polinomio
y sus derivadas para un dado valor de su variable.

Problemas

Calcular el valor numérico de los siguientes polinomios y de sus derivadas para el valor
de z indicado:

1. —x*+6x*+xz—1 paraz=1.

2.225—T728—10224+22—~6 paraxz = —1.

3.423—~722+5x+3 paraz = —2.

PRRL PR SRS SO S 1
—t = —t——z rg £ = —— -
1 2 6 3 pa 2

8. Maximo comun divisor de dos polinomios. — Dos polinomios
pueden ser divisibles por un mismo polinomio, que se llama entonces
comun divisor. Por ejemplo, los polinomios:

H+422+422—z2—-2=(2+D(x+2)+z—1)
224+2254+ 2 +322+3z2+2=@C+1)@x+2) @ —+22+1)
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tienen los divisores comunec:
z+1;z4+2; @+ (xz+2)=22+3z+4+ 2.

De todos los divisores comunes de dos polinomios, se asigna especial
interés al divisor comin de grado méximo. Esta expresién se denomina
mdzimo comun divisor. Veremos en seguida que el mdximo comun divisor
es esencialmente dnico, y que puede encontrarse por una serie de opera-
ciones regulares. Sean dos polinomios dados f y fi. Dividiendo f por fi,
sea ¢; el coeficiente y f; el resto tal que

f=hHha+/f.

Si f» no es un polinomio idénticamente nulo, podremos continuar
dividiendo fi por f2, obteniendo un cociente ¢: y el resto fs tal que

H=fae+fs.

Nucvamente, si f; no es idénticamente nulo, la divisién de f; por f;
lleva a otra identidad

fo=[fsqgs+ fo; ... ete.

Desde que el grado de los polinomios fi; fs; f5; ... disminuye y las
operaciones pueden continuarse mientras el Ultimo resto obtenido no
sea un polinomio idénticamente nulo, debemos llegar a un resto f, que
divida exactamente al resto precedente, de manera que tendremos r
identidades:

f =ha+f.
N = faqes + f3
fe—2 = fem1G—1 + J;
Jo—1 = Jrgr.
De estas identidades puede inferirse: primero: que f, es un divisor
comin de f y fi; y segundo: que cualquier divisor de estos polinomios

divide a f,. Para demostrar el primer punto observamos que f. divide
a fr—y, por lo tanto divide también a

fr—? = fr—lQr—l + fr-

Nuevamente, desde que f, divide a f,—1 y fr—2 dividird a f,_3 y conti-
nuando de la misma manera, podemos deducir finalmente que f, divide

afyh
Para demostrar el segundo punto, supéngase que d divide a f y fi.
Entonces, como se puede ver de la identidad

fe=f-haq,
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d dividird a fi y f2. En la misma forma, la identidad
Js = f1 "—fz g2

demuestra que d divide a f» y f3; continuando el mismo razonamiento,
concluimos que d divide a f,—1 ¥y fr. Desde que todo divisor comin de
f v fi divide a f,, ninguno de ellos puede ser de mayor grado que f,,
por lo tanto, f, es un divisor comtn de grado méximo; y, si d es otro
divisor comun del mismo grado, divide a f, y ¢l cociente es una constante.
Luego, hay infinitos divisores comunes de f y fi de grado miximo, pero
todos ellos son de la forma

cfs

donde ¢ es una constante arbitraria. En cuestiones de divisibilidad, los
polinomios que difieren dnicamente en un factor constante, no pueden
ser considerados como escncialmente distintos. En este sentido hay un
Unico maximo comin divisor, que puede ser el polinomio f,, determina-
do de acuerdo al algoritmo descripto anteriormente, o bien ¢f,, donde
la constante ¢ se elige de manera de tener ¢l resultado més simple.

Pucde suceder que ¢l mismo f, sca una constante en este caso los
polinomios no ticnen divisores comunes y se denominan polinomios sin
divisores comunes o polinomios primos entre si. El procedimiento de
divisiones sucesivas por medio del cual se determina el méximo comuun
divisor es similar al algoritmo de Euclides que se usa en aritmética
para encontrar el maximo comun divisor de dos enteros. Por analogia
se llama algoritmo de Euclides aplicado a los polinomios.

Ejemyplo 1. Encontrar el méximo comin divisor de

S =+284+2+32+32z+2

fi=+422+422—z—2

El primer paso en el algoritmo de Euclides es dividir f por f,. La divisién se rea-
liza con los coeficientes separados como sigue:

1 2 0 1 3 3 2 1 4 4 -1 =2
1 4 4 -1 —2 1T —2
—2 —4 2 5 3
—2 —8 —8 2 4
4 10 3 —1 2

El primer resto es
Jo=—622—1322+4+3x+10.

Ahora tenemos que dividir f, por f.. Esta divisién introduciria coeficientes fracciona-
rios y, para evitar este inconveniente, podemos multiplicar f; por 6; de esta manera fs
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estard multiplicado por una constante, la cual no tiene importancia para nuestro propé-
sito. La siguiente operacién es, por lo tanto:

6 24 24 —6 —I12 |—6 —18 3 10
6 13 —3 —10 |_1 —11
n 27 4 —12

Nuevamente, para evitar fracciones, multiplicamos los nimeros del dltimo renglén
por 6; esto cambia el resto final de manera que en lugar del f; que obtendrfamos por el
procedimicento corriente, tendremos f; multiplicado por una constante. La operacién
continGa asf:

66 162 24 — 72
66 142 —33 —110
19 57 38.

Todos los coeficientes tienen aquf el factor 19; simplificando podemos tomar como f,
Jo=x224+3z+2.

Téngase en cuenta que en el renglén en que se escriben los coeficientes del cociente,
los ndimeros ya no representan dichos coeficientes. Pero esto no tiene importancia, ya
que no nos interesan los cocientes, sino solamente los restos y de éstos no nos preocupan
los factores constantes. Ahora tenemos que fividir f: por f;. Esta divisién

—6 —13 3 10 1 3 2
—6 —18  —12 % 5
5 15 10
5 15 10
0

finaliza con resto nulo. Por lo tanto las operaciones terminan aquf y el méximo comén
divisor pedido puede ser

22+3x+2.
Ejemplo 2. Encontrar el mdximo comin divisor de
f=z2b—2t—223 42224+ 2—1
Hi=b6r'—4x*—622+4z+1

Aqui, antes de comenzar la divisién, se multiplican todos los coeficientes del primer
polinomio por 5; entonces, el procedimiento continda de la siguiente manera:

5 —5 —10 10 5 —5 5 —4 —6 4 1
5 —4 — 6 4 1 Il —1
Multipliquese —1 — 4 6 4 —5
por 5 -5 —20 30 20 —25
—5 4 6 —4 —1
Simplifiquese —24 24 24 —24
por 24 1 —1 —1 1

Podemos tomar:
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Luego:
5 —4 —6 4 1 |1 —1 —1 1
5 —5 —5 5 | 5 1
1 —1 —1 1
—1 —1 1
0

¥y puesto que no hay resto en esta divisién:
fo=at—2t—2x 41
es el méximo comin divisor pedido.

Nora: Si todas las identidades del algoritmo de Euclides aplicado & f y fi se multiplican
por un polinomio arbitrario g, es evidente que

ofs ; ofss .- -5 9

serdn los restos sucesivos, de los cuales el Ultimo gf,, divide al precedente gf,—;. En con-
clusién: si el méximo comin divisor de f y f1 es d, el de gf ¥y gf: serd gd. En particular,
si f y /1 son primos entre sf, puede tomarse g como méximo comun divisor de gf y g/i. En
el Capftulo XII se hard referencia a esta observacién.

Problemas

Encuéntrese el méximo comuin divisor de los siguientes polinomios:
1.f=2204222—322—2z+1; i=2*4+2224+2z + 1.
2.f=2—62"—82—3; fi=22—3zx—2.
3./=2z8 448+ 23— +2+1 ; fi=0628~220 4 ¥+ 22—z 4 1.

4. [ =22043285+ 20+ 723+ 422+ 42 +5; i =28 —22 —z—1.

5. /=10 —925— 12 +22*—a—1;fi=428+28—T72—822—2zx+ 1.



CAPITULO III

LAS ECUACIONES ALGEBRAICAS Y SUS RAICES

1. Las ecuaciones algebraicas. — Sea f(a) un polinomio con coefi-
cientes reales o complejos y grado 2 1. Igualdndolo a cero tenemos la
ecuacién

f@) =0

que se llama ecuacién algebraica. En esta ecuacién la z representa un
nimero desconocido que la satisface, es decir, que sustituido en f(z) da
cero como resultado. Cualquier nimero que satisface la ecuacién pro-
puesta se llama rafz; el problema de resolver una ecuacién consiste
en encontrar todas sus raices. Las rafces de una ecuacién f(z) =0 a
menudo se llaman rafces del polinomio f(z). Si el grado del polinomio
es n se dice que la ecuacién correspondiente es de grado n. De acuerdo
a que sea n = 1,2, 3,4, ..., etc. tenemos las ecuaciones de la forma:

g +a, =0
gt ar+a=0
G+ art+az+t+a; =0
Gttt arrtacta =0
ete.
de grado 1, 2, 3, 4, etc. 0 ecuaciones: lineal, cuadritica, cibica, cuartica,
ete. Se supone que el coeficiente principal a, es distinto de cero, aun

cuando ninguna condicién se impone a los otros coeficientes.
Si ¢ es una rafz de la ecuacién

f@@) =0
se deduce del teorema del resto que f (x) es divisible por (x — ¢), asf que
f(@) = (x—c)fi(2)

donde f; (z) es un polinomio de grado n — 1, e inversamente, en caso
de que f(x) tenga el factor z — ¢, el nimero ¢ es una raiz de este poli-
nomio. Si ¢, es otra rafz distinta de ¢, tal que f(¢;) = 0, entonces, susti-~
tuyendo ¢; en la identidad precedente, tenemos:

(er—c¢)file) =0;
57
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de donde, desde que ¢; —c = 0, se desprende que fy(c;) =0, es decir,
fi{z) es divisible por z — ¢, 0 sea:

NH@ =@ —c)fi(@
donde f, (z) es un polinomio de grado » — 2. Por consiguiente:

f@) =(x—0¢)(x—ac)fal)

lo que demuestra que, teniendo dos rafces distintas ¢ y ¢;, el polinomio
es divisible por (x —¢) (x —¢;). Continuando de la misma forma, po-
demos concluir que f(x) serd divisible por

(z—0o)(z-—c) ... (£ —cn)

si la ecuacién f(z) = O ticne m raices distintas: ¢, ¢i, ¢y . . .y Cm—1.

Dos resultados importantes pueden derivarse de esta conclusion:
Primero: queda demostrado que una ecuacién de grado n no puede tener
més de n rafces distintas. En efecto, supdngase que ¢, e ¢z, ..., Cn
son n raices distintas de la ccuacién f(z) = 0; entonces, f(z) es de
grado n v es divisible por (x —¢) (x —¢1) ... (x — ¢,—1), que es también
un polinomio de grado n. Por lo tanto su cociente es necesariamente
una constante que es igual al término principal ao de f (), de modo que:

FT@ =ailz—c)(x—c) ... (& — cam1)

v el producto del segundo miembro no puede anularse para otros valores

de z distintos de ¢, ¢, €3 - . ., cn—1. Segundo: si se¢ conoce un nimero
m < n de raices distintasc, ¢y, ..., cm—1, 1as raices restantes se encon-
traran resolviendo la ecuacién reducida:
S (x)
fm (x) = = 0)
(x—¢c)(x—ca) ... &—cma)

de grado n — m. Para obtener la ccuacién reducida es provechoso divi-
dir sucesivamente por cada binomio (x —¢) (x —a) ... (- —cm—1),
utilizando la regla de Ruffini.

Ejemplo 1. Resuélvase la ecuacién cudrtica:
#—522—102—6 =0

conociéndose dos rafces: — 1 y 3. Los célculos para obtener la ecuacién reducida se dis-
ponen como sigue:

—1) 1 0 ~5 —10 —6
3) 1 —1 —4 — 6 0
3 6 6

1 2 2 0
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La ecuacién reducida es
24+22+2=0
y tiene las rafces

—147; —t—1,

Por lo tanto, ademés de las dos rafces reales —1 y 3, la ecuacién propuesta tiene dos
imaginarias: — 1 4+¢y — 1 —1; y siendo estas cuatro rafces distintas, no hay otras
rafces. Al mismo tiempo se tiene el factoreo

H—522—10z+6=@+D)(—3)+1+2)(x+1—19)

del polinomio dado en factores lineales, dos de los cuales tienen coeficientes imaginarios.
Sin embargo, al efectuar multiplicaciones tenemos:

+14+DEE+1—2)=(+1)+1=234+22+4+2

y es asf que el mismo polinomio estd factoreado ahora en dos factores lineales y uno
cuadritico, pero de coeficientes reales

26 —522—10z2—6 =+ DNz —3 (< +22+2).

Aun cuando una ecuacién de grado n no puede tener méds de n rafces distintas, algunas
veces el ndmero de éstas puede ser menor que el grado de la ecuacién. Asf, en las ecua-
ciones:

242241 =0

?—z—2zr+4+1=0
#+2r=0

la primera tiene sélo una raiz: — 1; la segunda s6lo dos rafces: 1 y — 1, y la tercera dos:
0 y — 1. Téngase en cuenta, sin embargo, que los polinomios correspondientes:

2242z+1=(+1)(x+1)
22—zl —2+1=(—1)@E—1){+1)
4+ =z2z2z.(z+1)

est4n factorcados en 2, 3 y 4 factores lineales respectivamente, algunos de los cuales
aparecen repetidos.
Problemas
1. Escribase una ecuacién clibica con las rafces 0; 1; 2,
2. Escribase una ecuacién cdbica con las rafces 1; 1 4+14; 1 —1.
3. Escribase una ecuacién cudrtica con las rafces 1; —4; 1 +1¢; 1 — 1.

4. Resuélvase
2022 —3022 4+ 122—1 =0

1
siendo ) una rafz.
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5. Una rafz de la ecuacién cibica
B—Ra+1)z*+a(@+2)z—a(a+1)=0
es a + 1. Hillense las restantes.

6. Resuélvase
2240 — 3 — 1722415249 =0

si: 1 4+ V? yl —\/_2— son rafces.

7. H{llese el polinomio d¢ menor grado que se anula para z = —1; 0; 1 y toma ¢}
valor 1 para =z = 2.

8. Héllese el polinomio de menor grado que se anula paraz =0; 2 +1; 2 —7 y toma
los valores 1 y —1 paraz=—1 y z = 1.

9. Resuélvase
2 —20+n22— (0 —27)xz+2Q0 +27) =0
dada la rafz 1 4 214,

10. Resuélvase
22—l +2D4+(—4+D22+B+62)z+3—31=0
dadas las rafces 1 y \/ 3.

2. Teorema de identidad. — Del hecho de que el ndimero de rafces
distintas de una ecuacién no puede exceder su grado, puede deducirse
facilmente el importante teorema que sigue:

Teorema de identidad. — St dos polinomios f(x) y fi(x), ambos de
grado no superior a n, toman valores iguales para mds de n valores distintos
de xz, son idénticos.

DEMOSTRACION: Supdngase que ¢y, €, . .., €m son los m > n ndmeros
distintos para los cuales f(z) = fi(z), es decir, para los que

fle) = fie) ; f(e) = filea) ;... 5f(cm) = fr(cm) -
Si
F(x) = f(x) — fi(x)

no es un polinomio idénticamente nulo, entonces su grado m no es su-
perior a n. Sin embargo, la ecuacién
F(x)=0

7

tiene m raices ¢, ¢, ..., Cc, todas distintas por hipdtesis. Dado que
m > n, el nimero de rajces distintas de esta ecuacién excede su grado,
lo que es imposible. Por lo tanto F (x) es idénticamente nulo y los poli-
nomios f(z) ¥y fi (z) son idénticos término a término.
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El teorema que se acaba de demostrar tiene Wtiles aplicaciones. Aguf
ensefiaremos solamente una.

Ejemplo. Por el desarrollo de Newton, para cualquier exponente entero y positivo
n se verifica:

n nin—1) n(n—1)(n—2)
% =1 _— 2
{4 +2) tyEttTa Ot 123 2t
Los coeficientes
L n  am-~—-1) nin—1)(n—2)
A U 1.2 ’ 1.2.3 P

son los coeficientes binomiales. Introduciendo la notacién usual

t tt—1) ... ¢t—r+1)
1.2...r

, parar g1,
r

el desarrollo puede escribirse asf:

(1+x)"'=1+(")z+(n)x=+...+(")z'n
1 2 n

Escrfbase un desarrollo andlogo para otro exponente cntero m:
m m m

(1+:1:)"=1+( z+ 24 ..+ )z"
\ 1 2 m

y multipliquense. El coeficiente de cualquier potencia z* dada, debe ser el mismo en ambos
miembros. Multiplicando los segundos miembros, este coeficiente resulta ser:

(D)) ()G )+ ()

y debe ser el mismo que el coeficiente de z* en el desarrollo del producto de los primeros
miembros, es decir:
A4+ +2)™=(Q1A+2)*".

Se ve ficilmente que este coeficiente es

(")

Luego, tenemos una identidad numérica:

D lmals) e o (2)-(2) o

para enteros positivos m, n, k arbitrarios. Reempldcese ahora a los enteros m y n por
una variable z; el primero y segundo miembros de (1) se transformarén en polinomios

f(z)=(:)+<ki1)(f)*(kiz)C)*“' +(:)
,f:(x)=<2;)
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de grado k. Para tcdos los valores enteros £ = 1,2, 3, ..., por lo que se ha demostrado,
estos polinomios toman iguales valores; luego, son idénticos y por lo tanto la identidad

()2 ) e (2)-(%)

se cumplird para todo valor de z y no s6lo para valores enteros. En particular, tomando
z = k y teniendo en cuenta que, en gencral

(+2:)- ()

encontramos una expresién muy interesante para la suma de los cuadrados de los coeti-
cientes binomiales

kY (k=D [EE—DGE—2) Y kD Kk+2)... 2k
1+(T)+< 1.2 >+( 1.2.3 )+"'_ 1.2.. k '

Aquf, por supuesto, k es un entero positivo.
Por un razonamicnto similar, pero un poco més complicado, puede demostrarse que
para z e y arbitrarios

G0 G2a)() s (2)-(37)

que generaliza (1). La demostracién directa de estas expresiones sin recurrir al teorema
de identidad no seria tdcil.

Problemas

1. Usando las identidades de este pédrrafo demostrar

1+k 1 +k(k—1) 1.3 4
1T 2k—0 1.2 (2k—1)(2k—3)
E(k—1) (k—2) 1.3.5 . 24.6...2k
1.2.3 Ck—1)Qk—3) 2k—5) ~ 1385...@2k—1)
1
para cusalquier entero positivo k. Témese z = — 3
214 2k 1+ 2k @2k —1) 1 +
) 2k—3 2 @ (2k—3)(2k—5) 2.4
2k 2k —2)(2k—4) 1.3 + .
2k—3)2k—5) 2k.—7) 1.4.6 ' =~
1

para cualquier entero positivo k¥ > 1. Témese r = -

3. Tomando z = — 2 demostrar que

142 4 +k2=k(k+l)(2k+1)

6

3. El Teorema fundamental del Algebra. — Nunca se recalcara
suficientemente que no todo problema matemitico que requiera la
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determinacién de algo, puede ser resuelto. Por ejemplo, si se requiere
encontrar un nimero real cuyo cuadrado sea — 1, es obvio que tal
requerimiento es imposible de satisfacer. Por lo tanto, cuando se da una
ecuacién algebraica y tratamos de encontrar sus raices, ain admitiendo
los nimeros complejos, no resulta evidente que el problema sea resoluble.
En este caso, sin embargo, todas las dudas se disipan por un teorema que,
debido a su importancia, se llama teorema fundamental del 4lgebra.

Teorema fundamental. — Toda ecuacién algebraica con coeficientes com-
plejos arbitarios trene stempre por lo menos una rafz real o imaginaria.

Se¢ conoce un gran nidmero de demostraciones de este teorema, pero
ninguna es suficientemente simple como para ser desarrollads en este
lugar. Por lo tanto, lo tomaremos como base para desarrollos futuros,
pero sin demostrarlo. La demostracién se encontrard en el Apéndice I.

Sea { (z) un polinomio con coeficientes complejos, de grado n, y con
coeficiente principal a,. Por el teorema fundamental hay un ndmero
real o imaginario a; tal que f («1) = 0. Luego f (z) es divisible por z — a;
y podemos poner

f@) =@ —a)fila),

siendo f; (z) un polinomio de grado n — 1 cuyo coeficiente principal es ao.
Por el mismo teorema, la ecuacién

fi) =0
tiene una rafz real o imaginaria a2, y por consiguiente:

i (@) = (£ — @) f2(2)

donde f> (z) es de grado n — 2 y con coeficiente principal ao. Sin > 2,
cl mismo razonamiento puede ser repetido hasta que se llegue a un poli-
nomio de primer grado, f,—1(x), con la rajz a, y coeficiente principal
a., tal que

fn——l (x) = Qo (iE — an) .

De la sucesién de identidades
f@=—a)@ ;i) =(@—a)fr(@);...;
o1 (x) = ao (z — an)
por sucesivas sustituciones encontramos:
f@=a@—a){@x —a) ... (x —an).

Esto significa que todo polinomio de grado n puede ser factoreado en
n factores lineales, no contando entre ellos la constante a,. Estos factores
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no necesitan ser distintos. Supéngase que entre los nimeros ai, az, ..., oa
tenemos

« ndmeros iguales a a

@ nimeros iguales a b

A nimeros iguales a [

Luego, combinando los factores iguales, vemos que
J@) =ai(x—a)y(x—>0)¢... x—D»

Los ntimeros a, b, ..., ! representan todas las raices distintas de la
ecuacién f (z) = 0. Su ndmero puede ser menor que n —grado de la
ecuacién— mientras que el nimero total de factores lineales es n. Para
restablecer la correspondencia entre el nimero de rafces y el niimero
de factores lineales se introduce la nocién de raiz miiltiple. Una rafz q,
correspondiendo a la cual el factor x — a aparece a veces, se dice que es
una rafz de multiplicidad « y se cuenta como « raices iguales a a. En
el caso de que @ = 1, la rafz se llama raiz simple; en el caso de que a = 2,
3,4, ... se llama raiz doble, triple, cuddruple, etc. Si cada rafz se cuenta
de acuerdo a la multiplicidad, la proposicién de que una ecuacién de
grado n tiene siempre n raices iguales o desiguales, es vélida universal-
mente. Si a es una raiz de multiplicidad a, entonces en el factoreo de
S (z) el factor x — a aparece a veces. Luego, f (z) es divisible por (z — a)°,
pero no es divisible por (z — a)*t!. En efecto, el cociente

¢ () =—f—(L=ao(x—-b)5... (z — Dr

(z—a)®

no se anula para z = a, ya que todas las diferencias a — b; ... ;a — 1,
son distintas de cero; luego ¢ (z) no es divisible por (z — a)*t! La
condicién para que una raiz a sea de multiplicidad « puede ser expresada
de una manera diferente. Desarrollando f(z) en potencias de (z — a),
por la férmula de Taylor:

S @

f(x)=f(a)+——1—(x a) + (z —a) +

/" (@)
1.2
J® (a)

+ee ot 1.2.3...n

(z —a)

aparece claro que la divisibilidad por (z — a)® requiere el cumplimiento
de las siguientes condiciones:

f@=0;f(=0;...;fcV()=0
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v una vez que estas condiciones se satisfacen:

JO@ e @

F@ =15 1.2

(z— a)".

Luego, si f (z) no es divisible por (z — a)**!, debe suceder que f® (a)
no sea cero. Consecuentemente, la condicién para que una rafz a sea
de multiplicidad « es que:

f@=0;f@=0;...;fc"@=0
pero
F@(a) =0.
Asfi, si a es raiz simple

f(@) =0 pero f'(a) =0;
si @ ¢s raiz doble
f(a) =f(a) =0 pero f“(a)=0;
si a es rafz triple

f@) =5 () =s"(a) =0 pero f"(a) =0

cte.

Ejemplo 1. La ecuacién
f@)=ar—nz+n—1=0;n>1

se satisface para z = 1° ;Cu4l es la multiplicidad de esta rafz?
Tenemos
f (@) =nzvl—n
@) =nm—12"?
Luego:
f@y=0 ; Q=0 ; f(1)=0

y 1, por lo tanto, es una rafz doble. El polinomio f (z) es divisible por (z — 1)* pero no
por (z —1)3.

Ejemplo 2. ;Puede alguna otra rafz de la ecuacién ser mtltiple? Sup6éngase que una
raiz «, diferente de 1, es rafz mdltiple. Entonces:

fl@ =a"—na4+n—1=0 ; fl@ =n(1—1)=0.

De la segunda condicién

@ l=l ; "=«

y sustituyendo a por a” en la primera ecuacién, tenemos
a*—nat+n—1=01—n)(a—1) =0.

Pero esto es imposible desde que «a —1 %0 y n > 1.
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Problemas

1. Escribir el polinomio de menor grado que para z =0 toma el valor 1 y tiene
1as siguientes rafces: 1 y — 1 como rafces simples, 2 como rafz doble y —3 como
rafs triple.

2. Becribir un polinomio de séptimo grado con 0 y 1 como rafces dobles, — 1 como
rafs triple y que para z = 2 el polinomio tome el valor — 1.
Descomponer en factores lineales los siguientes polinomios:

3. 28 —1. 4. 24— 1.

5. 2¢—1. 6. 24 4 1.

7.2 —1. 8.z3~1+i.

9. 2t 42t 4 1. 10. z* — 22 + 1.

1. z.—z' 1. 12. (1 4+ 2ip + (@ — =z o)t

13. 24+ 32* + 22 —32—2. 14. 228 —3 24— 22 +422—1.

18. (z +14)"—2"— 1.

v 2x
¢ 16. Escribiendo w = cos

R 2x
+ ¢ sen ——, demostrar que
n

24 4z41= E—w)(z—w)... (z—ao™ N

* 17. Demostrar que

x 2= n—1D=x n
sen — sen — ... 8sen = T
n n n 2r—

SvaesTiON: Higase z = 1 en la identidad del Prob. 16 y témese el valor absoluto de
ambos miembros.

* 18. Demostrar que las rafces del polinomio

z(z—1) z(z—1)(z—2) _ "x(x~l)...(z—n+l)
1.2 1.2.3 oo+ =D 123...n

1—
1
son 1,2,3, ...,n y factoréese.

*19.8if(0) #0y ai, a, ..., ay 80n las rafces de f () = 0, demostrar que

z z z
f(.’t) -=f(0) (1——:—)(1 ———a—2> (1——‘2—)

* 20. Encuéntrense las rafces de la ecﬁacidn
(I4+z0)P+ (1 —zi)»=0
y escribase el factoreo de

Q42+ (1 —z)®
5 .




LAS BECUACIONES ALGEBRAICAS XY SUS RAICES 67

* 21. Demuéstrese que el tinico polinamio de grado n — 1 que se anula pars z = xy,
Z1,...,Zn y toma el valor 1 para z = 2, es

g (z)
(z—2) ¢ (z1)
donde
g@)=(—z)(x—2) ... (2 —12p) .
*22. Sean z1, %3, . .-, Zn, # nlGmeros distintos y

g@) =(x—2)(x—3z) ... (z—25)
Demuéstrese que el polinomio siguiente es de grado no superior a n —1:

g (z} g (x) g (z)

& @t emr@m T T e e

Y que para z = 1,, 1y, . .., Zp toma los valores y, ¥s, . . ., ya. Demuéstrese también que
tal polinomio es Gnico. Esta férmula —la f6rmula de interpolacién de Lagrange— resuelve
el problema de la interpolacién: Encontrar un polinomio del menor grado que para n
valores dados de z: 21, 73, . . ., T, toma valores prescriptos yi, ¥s, .- ., Yn-

4. Raices imaginarias de ecuaciones con coeficientes reales. —
Todos los resultados establecidos anteriormente son vélidos para ecua-
ciones con coeficientes complejos arbitrarios. Con respecto a las rafces
imaginarias de ecuaciones con coeficientes reales tenemos el siguiente
teorema:

TEOREMA: St una ecuaciéon con coeficientes reales tiene una rafz
imaginaria a + bt de orden de multiplicidad a, tiene también la conjugada
a — bt con la misma multiplicidad, o sea que las rafces tmaginarias apa-
recen de a pares de conjugadas.

DEMOSTRACION: Sea
f@@ =az+az'+ ... +a,=0

una ecuacién con coeficientes reales y que tienen una rafz imaginaria
a + b7 de multiplicidad «. Eatonces:

J@+b)=0;(a+b)=0;...
o 3 f@ED(a+b) =0 ; f@(a+ b)) =0.
La primera igualdad significa que:

dla +b)" +a(at+bi))" 1+ ... +a,=0,

Cuando se reemplaza cada ttimero en el primer miembro por su con-
jugado, el resultado ser4 un nimero conjugado de cero, es decir, cero



68 TEORIA DE ECUACIONES

(Cap. I, pérrafo 7). Por otra parte, ao, a4, . . ., @,, cOmo ndmeros reales,
coinciden con sus propios conjugados, luego, el conjugado de la ecua-
cién anterior es:

agla —bi)"+ar{a—bi)*+ ... +a, =0
o sea
f(a—b2)’=0.
En forma similar, se demuestra que:
ffla—b))=0;...;fcV(@—bi) =0
y resta por demostrar que
f@(a—0bs) =0.

Por hipétesis
J@ (@4 b)) = A+ Bi

y A y B no son ambos nulos. E]l mismo razonamiento anterior demuestra

que
f@(a—bi) = A — Bi

y este nimero es distinto de cero.

Del teorema que acabamos de demostrar se desprende que las raices
imaginarias de ecuaciones reales (es decir, ecuaciones con coeficientes
reales) ocurren siempre de a pares de conjugadas y por ello su nimero
es par. Si el nimero de raices imaginarias es 2 sy el de las reales es r:

r4+2s=n
siendo n el grado de la ecuacién. En caso de que n sea impar, r debe
ser impar y por lo tanto al menos 1, lo que significa que una ecuacién
real de grado impar tiene al menos una rafz real. Si es de grado par

puede muy bien suceder que todas las raices sean imaginarias.
A cada factor lineal

z—(a+bi)y=2—a—bi
correspondiente a una raiz imaginaria @ + bz, hay un factor
z—(a—bi) =z—a+ bi
correspondiente a la raiz conjugada ¢ — bi, y su producto
z—a—b)(z—a+b)=(x—a)P+b =22—2az +a*+*
es un factor cuadrdtico con coeficientes reales. Luego, es posible sacar

la conclusién que cualquier polinomio real puede ser factoreado en
factores reales lineales y cuadriticos.
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Ejemplo. Las rafces de la ecuacién
z*+1=0

son
1+ 11—t  —1—1  —144

Desde que

(”‘ e \/iz_) (-7 w/i?) me eV

L

el factoreo de z* + 1 en- factores cuadriticos reales es

4+ 1 =(z’——x\/2_+1)(z’+x‘\/_2_+l).

Problemas

Descomponer en factores lineales y cuadrdticos reales:

1. z4 + 4. 2.z 4224 1.

3. z¢—22 4 1. 4. 26 —1.

5. 24 1. 6.zt 4242342+ 1.
Resolver:

7.2¢—22*+ 622+ 222 + 13 =0, que admite la rafz 2 4 34.
8. 25—3z¢+422—4z+4 =0, que admite la rafz 1 4 1.
9, 26 —328 4+ 42 —62+522—3zx + 2 =0, que admite la rafz 1.

10. 27+ 225 — 2t 4+ 22 —222— 1 =0, que admite la rafz 1.

*11. 28— 28 — 82 + 22 + 21 2* —9z — 54 = 0, que admite la raiz V2 +i.

69

* 12. Los puntos representativos de las rafces de la ecuacibn 32 +-42* + 8z + 24 =0

estdn en un circulo con centro cero. Resuélvase.
* 13. Si p, ¢, r son nlimeros reales y las rafces de la ecuacién
4 pzttqr+r=0
tienen igual médulo, demostrar que:

pPr—g¢=0y (@P—qPs4¢

* 14. La ecuacién 2z¢ + 23 — 2z — 8 = 0 tiene cuatro rafces distintas de igual mé-

dulo. Resuélvasela.

* 15. La ecuacién 6 z¢ — z3 + 10 22 — z + 6 = 0 tiene cuatro rafces distintas de igual

moédulo. Resuélvasela.
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5. Relacionc antre las raices y los coeficientes. — Entre las
rafces y los coeficientes de una escuacién hay relaciones que es impor-
tante conocer. Para descubrirlas, consideremos primero el desarrollo
del producto

(+b)@+b) ... (x+ ba)

en potencias decrecientes de z, comenzando por los casos particulares
n = 2, 3, 4. Por multiplicacién directa se encuentra que:

(z + b)) (z + b2) = 2% + (b + bs)  + brbe
(+b) (4 b)) (z+Dbsy) =
=2 4+ (br + b2 + bs) 2 + (brbz + babs + bibs) x + by babs

4+ b1) (z + b2) (x4 bs) (x + bs) = 2* + (by + ba + bs + by) 7° +
+ (bibz + bibs + biba + bebs + baby + bsby) 22 +
+ (bibabs + bibabs + bibsbe + babsby) x + bybabsby .

Al examinar estos resultados observamos que:

1. Cuando n = 2 el término principal es z2, el coeficiente de z
€s la suma de las cantidades b; y b, y el término independiente de z es
su producto.

2. Cuando n = 3, el término principal es 23, el coeficiente de z?
es la suma de las cantidades by, b2 y bs, el coeficiente de z es la suma
de los productos de estas cantidades tomadas de a pares, y el término
independiente de z es su producto.

3. Cuando n = 4 el término principal es z*, el coeficiente de z? es
la suma de las cantidades by, bs, b; y b4, el coeficiente de 22 es la suma
de los productos de Ias mismas tomadas de a pares, el coeficiente de z es
la suma de los productos de las mismas tomadas de a tres y el términn
independiente de = es su producto.

Resulta, entonces, que la ley general para cualquier niimero de fac-
tores es la siguiente:

Sea
81 la suma de las cantidades by, b, bs, . . ., ba; ,
s; Ja suma de los productos de estas cantidades tomadas de a pares;

s; la suma de los productos de estas cantidades tomadas de a 7;

s, el producto de todas ellas.
Entonces

P=(@+b)(xz+b)...(x+0bsy) =
=gt 52" F sam2 4 L osizv L+ s,
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Para demostrar que esta ley es general usaremos ¢l principio de in-
duccién completa. Suponiendo que la ley se verifica para n factores,
demostraremos que se verifica para n + 1. Una vez-hecho esto, la validez
de la ley estar4 establecida en general. Pues siendo verdadera para 2,
3, 4 factores, como hemos visto, se verificard para 5 factores, y luego
para 6, etc. Para comenzar la demostracidn, multipliquese la expresién
supuesta para P por z + b.4+1, obteniendo

P ($+b”+1) =gnrtlyg 482 :v"—1+...+s,~ gntl— +...+8‘b.+1
+bnt1| +bap1 s bn+18i—1
Ahora bien:
81+ baga
es la suma de n + 1 cantidades by, bs, .. ., but1 ¥ Snbat1 €8 su producto

como es evidente por la definicién de s,. Para 1 <7 <n +1
$i + but18i1

es la suma de los productos de las cantidades by, b, .. ., bst1, tomadas
de a 7. En efecto, en esta suma podemos considerar primero los términos
que no contienen b,41; la suma seri evidentemente s;. Los términos que
contienen bp4+1 son los productos de .41 por los productos de ¢ — 1 can-
tidades tomadas de entre by, bs, ..., bs; luego, la suma de todos esos
términos es b,418,1. En consecuencia, el coeficiente de z"t1—*

8; + but18i1

es la suma de todos los productos que pueden ser formados tomando
i factores de eatre by, by, . . ., bay1, como lo requiere la ley. Asf, esta ley
retiene su validez al pasar de n a n 4 1 factores, como lo establece la
demostracién por induccidn.

Ser4 conveniente introducir notaciones abreviadas y expresivas para
designar las sumas previamente designadas por sy, 8, ..., 8a. Usando
el signo de sumatoria X, las representaremos asi:

s$1=2by ; S2=ZIbiba;...; 8 =Zbiby...b;.

Por ejemplo:
Zbibs... b

significa la suma que consta de todos los términos resultantes del
término genérico by by ... bi por el reemplazo de indices 1,2, ..., n.
Desde que hay
nn—1...n—i+1)

1.2...4

Ci =
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de tales combinaciones, la suma
zb1b2, . .,b;

consta de otros tantos términos.
Considerando ahora un polinomio

J(@) =aa"+ az 1+ ... +a,
con rafces ay, a2, ..., @, (iguales 0 no), tenemos
f@ =a@—a)z—a)(@—as) ... (£— a,).

Por otra parte, reemplazando en las expresiones s, s, ..., s, las le-

tras by, by, ..., por —a;; —as; ...;—a, tenemos
E—a)(@z—a) ... (x —a,) =20 —z1¥ g +
F+ 22— ...+ (—1"Zaia ... an

En consecuencia:
— Qo Z a = a1

+a02 ) %2 = Q2

— @2 araz a3 = ag

(—— 1)"002 X1 A2 o .. Uy = Ay
de donde, finalmente, se deducen las relaciones buscadas entre las rafces
¥y los coeficientes de una ecuacién:

a
Ea1 = - -
22
[¢2]
Z A A = ~—
Qg
. Qg
Eaiag .0y = ('—1)'——1‘
Qg
a
) Ag Ay = (—‘ 1)"~—n—
ay

Estas relaciones pueden ser utilizadas para resolver problemas del
siguiente tipo:

Ejemplo 1. Resolver la ecuacién

322 —162*+4+232—6 =0
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8i el producto de dos raices es 1. Sean las raices a, b, c; entonces

thpoo 8
a c=—
3

23
ab+ac+bC=T
6

abe = — =2
3

Ademds de estas relaciones generales tenemos que tomar en consideracién la condicién
especifica de que ¢l producto de dos rafces es 1. Podemos indicar estas rafces con las
letras a y b, de manera que:

ab=1.

Entonces, de la tercera relacién, se encuentra inmediatamente que la rafz ¢ es igual 8 2,
Yy para las a y b tenemos tres ecuaciones

10

a b = —
+ 3

10

b= —
a4 3
ab =1

dos de 1as cuales son idénticas; a y b serdn rafces de la ecuacién cuadrética
10
t——t+1=0
3
. 1 .
que tiene las rafces 3 y 3 Luego, las rafces de la ecuacién propuesta son:

2;3;?.

Ejemplo 2. d4llese la suma de los cuadrados de las rafces de la ecuacién
22¢—82*+62"—3 =0.
Si las rafces son a, b, ¢, d, tenemos:

a+b+c+d=%=4

6
Zab=ab+ac+ad+bc+bd+cd=7=3.

Por otra parte:
@+b+ct+di=at+b+c’+d*+2Zab = 42

de donde
a*+b2+c¢*+d =16—6 = 10.
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Problemas

Resolver las:ecuaciones ctibicas cuyas raices son a, b, ¢:

1.2 4+2224+38z24+2=0 | a =b+4c.
2.2 —22—1824+9 =0 si o a4+b=0.
3. 883 4+2a*—192 46 =0 s a+4b=-—1.
4. 22— 22 —52z—2 =20 si ab =—1.
B.ag?—Ta?—42x2 4+ 216 =0 6i ¢’ = ab.

6. 2*+9x2+4+6x—56 =0 si b= —2a.

7.92* — 3624 44z — 16 = 0 si las raices forman una progresi6én aritmética o — §;

o a4 B.

8. 322 —26z24 522 — 24 =0 si las ‘rafces forman una progresién geométrica
af™!; «; af.

9. 228 — 62?4 32 + k = 0. Determinese & y resuélvase la ecuacién sia = 25 + 2¢.

10. 2 —2.z2 4 kx 4+ 46 = 0. Dctermfnese & y resuélvase la ecuacién 8i las rafces
estdn en progresién aritmética.

11. JQué relacién existe -entre p,:q, r si las raices de 23 4 p2?-+ gz + r = 0 estén en
progresién geométrica?

12. §Cuél es la relacién entre py ¢ si la ccuacién 23 + pr 4g¢ = 0 tiene una rafz mil-
tiple?

13. Demostrar:que (29 —p?)¥r = (pg — 4 r)® si las raiccs de 2® + pr* +qzx +r =0
satisfacen la condicién ¢2 = — ab.

Resuélvanse las -ecuaciones cudrticas de rafees a, b, ¢, d:

14. 2 —222 4+ 22—z —2 =0 8 a—+b=1.

15. 22¢ —3x*—9x2+4+152—5 =0 81 a = —b
16, 24 —T723 4+ 1822 —222 +12 =0 8 ab =6.
17. 28 + 28 —2224+82—1 =0 s ab=—1.

18. 224 + 1322+ 252 4+ 152 4+9 =0 s a =b.
19. 92 4+ 92 +222— 142 +4 =0 si a=2b.

20. 424 —425—21 23411z 4 10 =0 si las Tafces .estdn en progresién aritmética.
Represéntense las rafces por a —3@; «—§; «a + B; « +3 8.

21. Determinese k v resuélvase la ecuacién 224 —152% + kz? —30z + 8 =0 si
'sus rafces estin en progresién geométrica. Las rafces pueden representarse por af™;
«f7; aB; B

22. Hillesc la suma de los cuadrados de las rafoes de las ecuaciones:
(a) 22t —68+522—T7z+1=0.
()] 328 —328 422242 —1=0.
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23. Para las mismas ecuaciones encuéntrense la suma de 1as rediprecas «de lus rafces
y también la suma de los cuadrados -de -estas recfprocas.
Si entre las rafces de f () = 0 existe una relaci6n ‘tal como a =‘kb o ab =k .con ik

dado, entonces f(z) y fi(z) =f(kz) o fi(z) =z"f ‘(%:)\ﬁiene ‘n rafces comunes ‘que

pueden determinarse igualando a cero-el mdximo comtin divisor:def (z) y fi (z). Resuél-
vase por este método:

24. Prob. 6. 25. Prob. 3. 26. Prob. 4.
27. Prob. 17. 28. Prob. 15. 29. Prob. '19.

6. Investigacion de las raices multiples. — Con s6lo realizar ope-
raciones racionales, es posible investigar si una ecuacién tiene raices
miltiples, determinar su grado de multiplicidad y reducir la bisqueda
de éstas a la resolucién de ecuaciones con raices simples. Sean a, b, ..., 1
raices distintas de la ecuacién f () = 0 y sean «, B, ..., \ sus respectivos
grados de multiplicidad. Desde que una raiz de f (z) de multiplicidad k,
es raiz de multiplicidad &k — 1 (es decir, no lo es si k = 1) de la derivada
f' () = 0, es evidente que f(z) y f’ (z) son ambas divisibles por

(x —a)=1(z —b)s—1... (xz — [t

y también lo ser4 su méximo comin divisor D (z). Podemos hacer,
por lo tanto

D@)=(@—a)yY Yz —b)¢! ... (x —D*1.¢(2).

Si ¢ (z) no es una constante, el polinomio ¢ (x) tendrd algin factor
x —m donde m es una raiz de f(z), digamos m =.a. Pero entonces
f' (z) seria divisible por (z — @)% lo que es imposible desde que a es
una raiz de multiplicidad (« — 1) para f’ (z). Por lo tanto ¢ (z) es
una constante y

(z —a)t(z—0b)e ! ... (z— I

es el miximo comin divisor de f y f’. Este hecho puede interpretarse
de una manera diferente. Sea X, el producto de todos los factores lineales
correspondientes a las rajces simples, X» el producto de todos aquellos
que corresponden a raices dobles, X; el producto de los que corresponden
a rafces triples, etc., conviniendo en hacer X, igual a una constante
si ]Ja ecuacién no tiene rafces de multiplicidad k. Entontes:

X1X22X33 e

difiere de f (z) sélo en un factor constante, y luego

D = Xu,X32Xst. ..
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serd el maximo comin. divisor de f y f'. Similarmente
D =X:X2...
serd el midximo comun divisor de D y su derivada D’,
Dy =X, X%, ..
el méximo comin divisor de D, y D/, ete. Esta sucesién de méximos

comunes divisores
D,D,, D,, ...

de grado decreciente, termina con un término D,,—; que es una constante.
Eantonces es evidente que no hay raices de un orden de multiplicidad
superior al m. Nuevamente:

f1 =—£—=X1X2...Xm
D
=—=X,... X
Ja D 2
D
fa =-i—=X3...Xm
fm - Dm—2 =Xm,
Dm—l
de donde
f_’=X1 ; -f—2=Xg Y e S =Xm-1 ; Jo=Xn.
f2 fs fm
Las funciones X,, X,, ..., X,, determinadas de esta manera conducen
a las ecuaciones
X1=0 ; X,=0;...;Xn=0

todas las cuales tienen rafces simples. Estas raices dan inmediatamente
las rafces dobles, triples, etc., de f(z) = 0. Naturalmente, si algin X,
resulta constante, significa que no hay raices de multiplicidad %.

Ejemplo 1. Investigar las raices miiltiples de

f=2t—2t—224+2224+2—1=0.
El méximo comdén divigor de f y f’ fué determinado en el Ejemplo 2, pdg. ..., y es
D=xg—22—z+1.
Buscaremos ahora el mdximo comin divisor D, de D y

D =3z2—2z—1.



LAS ECUACIONES ALGEBRAICAS Y SUS RAICES 7

Las operaciones correspondicntes son:

(Multipliquese por 3) 1t —1 -1 1 |3 -2 -1 3 —2 —1 |1 —1
—3 —3 3 —1 3 -3 3 1
3 —2 —1 1 —1
(Multipliquese por 3) —1 —2 3 1 —1
—3 —6 9 0
—3 2 1
(Simplifiquese el factor —8) —8 8
1-1

Por lo tanto, D, =z — 1y D: =1, lo que demuestra que la ecuacién propuesta no
‘tiene rafces de grado de multiplicidad superior al tercero. Para encontrar X, X., X,
hacemos los cocientes

/

2 Dl
-5—=1;2—-1 ;f2=——=5—1 ;f8=“—=3:—1;

hi= D: Ds

y luego:
X1=1 ; X2=x+1 ; X3=Z—1;

de tal modo, la ecuacién no tiene rafces simples, tiene una doble —1 y una triple 1, y
es:

f=&+1)E—1).

Ejemplo 2. Investigar las rafces multiples de
f=28—1*—422—32—2=0

Comenzaremos por determinar el méximo comtn divisor D de f y f’. Esta operacién
se desarrolla en detalle a continuacién.

(Multipliquese por 5) 10 .1 —4 —3 —2 |5 0 —3 —8 —3
5 0 —5 —20 —15 —10 |1
50 —3 —8 —3
(Simpliffquese por —2) —2 —12 —12 —10
' 1 6 6 5

5 0O —3 —8 —3 |1 6 6 5
5 30 30 25 5 10
(Simplifiquese por —3) —30 —33 —33 —3
10 11 11 1
10 60 60 50
(Simplifiquese por —49) —49 —49 —49
1 1 1
1 6 6 5 |1 11
111 41 5
5 5 5
5 5 5
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Luego: D = z¥ + z + 1. La operacién para determinar D, es:

(Multipliquese por 2) 111 |21
2 2 2 11
21
(MuRipliquese por 2) 1 2
2 4
2 1
3

Por lo tanto, D: es constante pudiendo tomarse D; = 1, de manera que no hay rafces
de grado de multiplicidad superior al segundo. Luego: ’

f] = f =g —z —2

fr=

D
D o stotl
Dl—z z

X1=$—=r—2 i Xe=fi=242z+1.

En consecuencia, la ecuacién propuesta tiene una rafz simple 2 y dos rafces dobles

—14iV3 . -1—iv3
w = ——————— w2=_‘)—_

2 2
y f queda factoreado completamente como sigue:

—z'—222+4+2224+z2—1=(z—2) (z—w?i(r—w).

Problemas

Resuélvanse las siguicntes ecuaciones, cada una de las cuales tiene rafces maltiples:

1.2 —T722+ 16z —12 = 0. 2.8 —322—9zx+27 =0.
3.2 —2*—8xr+12 =0. 4. 2 -5 —8zx+48 =0.
; 2 1 3
5. 28—z — — = 0. 6. z* — —r+— =0.
3V3 2 16
7. 24— 1122+ 18z —8 = 0. 8. 28 —23—r*—~4x+12=0.
9. x4 —473—622 436z —27 =0, 10, 224 — 1222 + 1922 — 62 +9 =0

1. g8 —2t—222+4+222+2—1=0.

12, 26 —22* — 622 + 422 4 13x + 6 =0,

13. 28 —328+ 62 —322—3z 42 =0,

14. 4+ 22¢* —828 — 1622+ 16z + 32 = 0.

15. 925 + 96 ¢ + 292 2* 4 48 22 — 576 & + 256 = 0.

16. 27 —328 + 528 — 7Tzt + 723 —522+3xr—1 =0.

17. 28 4+ 27 —828 — 628 + 212t + 923 —222°—4x + 8 = 0.



CAPITULO IV

ACOTACION DE RAICES. RAICES RACIONALES

1. Acotacién de raices. — Dada una ecuacién algebraica, a veces
results conveniente tener una idea de la magnitud de sus rafces. Deben
considerarse dos casos: st los coeficientes son reales y sélo nos preocupan
las raices reales, puede ser interesante hallar un nimero mayor que
todas las raiees positivas 0 un nimero negativo menor que todas las
posibles rafces negativas. Estos dos nimeros, uno positive y otro nega-
tivo, se llaman, respectivamente, una cota supertor de las rafces pasitivas
y una cota tnfertor de las raices negativas. El segundo caso es el de
una ecuacién con coeficientes complejos cuando se consideran todas
sus rafces, reales e imaginarias. Un nimero positivo mayor que los
médulos de todas las rafces puede considerarse como cota superior de
las mismas. Si llamamos r a dicho ndimero, el circulo de centro cero y
radio r contendrd todos los puntos que representan las rafces de la ecua-
cién que se considera.

2. Método para hallar una cota superior de las raices positivas.
— Sea

f@) =azr + ozt + ... +a, =0,

una ecuacién con coeficientes reales de los que supondremos positivo
al primero: ao. De los varios métodos que pueden usarse para hallar
una cota superior de las rajices positivas consideraremos sélo uno, que
combina las ventajas de dar valores comparativamente bajos de dicha
cota con la facilidad de su aplicacién.

Al considerar la Regla de Ruffini (Cap II, Pirrafo 5) hallamos poli-
nomios:

fo=a; fi=zxzfota ;fo=xfita;...;fn==2fac1+ an,

el dltimo de los cuales coincide con f. Para ¢ = 1,2, ..., n tenemos,
en la misma forma:

fit@) = (@ —0o) [fol) 2 + file) a2 + ... + iz ()] + file). [1]

Los nimeros
Jole) ;5 fi(e); .. .ifale),
79
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son los obtenidos en la divisién por la Regla de Ruffini de las funciones.
f; (@) por z —c. El método para hallar una cota superior de las raices
positivas se basa en las dos propiedades siguientes de los polinomios
So, J1, ..., fn: Primera: si para algin ndmero positivo ¢ los nimeros

fjl(C)v; fa(€) ;5 o0 5 fam1(e),

no son negativos y f.(¢) > 0, entonces ¢ puede tomarse como cota
superior de las raices positivas. De hecho, en la identidad [1] para i = n
se desprende que fn(z) = f(z) > 0 para z 2 ¢, de modo que ninguna
raiz real de la ecuacién f(z) = 0 puede ser superior a ¢ o ain ser igual
a ¢. Segunda: si para un ¢ > 0 los nimeros

Ji(e) 5 f2(0) 5 ... 5 Selo), k=n
no son negativos, entonces para ¢ > ¢
i) 5 6.5 fe(e),

son positivos. Esto también surge de la identidad [1], en la que hacemos
z = ¢'; entonces:

Ji@)=(" —c)[fole) '™ + ... + fira (@] + file),

es un nimero positivo parai=1,2, ..., k desde que ¢’ >c y fo (¢) =a0>0.

Estas dos simples propiedades sugieren el siguiente procedimiento
para hallar una cota superior de las rafces positivas: Primero comen-
zamos con un numero positivo ¢, preferiblemente cntero, que haga
f1(¢) positivo o nulo. Tal nimero se halla ficilmente dado que f (z)
es de primer grado. Si resulta que ninguno de los nimeros

f2(e) 575005 ... ;fa(0),

son negativos, y siendo fn(c) > 0, podemos tomar ¢ como una cota
superior. Si sucede que fn (c) = 0, entonces se ha hallado una raiz y
las demds ra’ces positivas seran menores que c. Pero, supongamos que
Jie41(c) es negativo, mientras que ninguno de los nimeros precedentes

fi(e) ; fale)5 ... 5 fkl0),

lo son. Entonces el proceso puede repetirse nuevamente, probando con
enteros mayores que ¢ hasta que con alguno, por ejemplo ¢, se halle que

fes1(c) 2 0.
Al mismo tiempo todos los nimeros
filey) 5 fa(en) s - 5 felen),

serdn positives. Ahora, si

Siler) 5 fele) ;... 5 Salen),
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no son negativos y fa (c1) > 0, entonces ¢; puede tomarse como una cots
superior. En caso contrario el proceso se repite una vez més con un
entero mayor, etc. De esta manera la cota pedida puede hallarse luego
de relativamente pocas pruebas. Cuando algunos de los coeficientes son
nimeros negativos grandes, es ventajoso hacer pruebas preliminares,
tomando para ¢ los valores 10, 100, 1000, etc., y reduciendo entonces
la cota hallada tanto como se pueda usando este método. Si se desea
hallar una cota inferior de las rajces negativas, podemos hacer primero
la sustitucién x = —y y entonces buscar una cota superior de las
rajces positivas de la ecuacién transformada

@Gy — eyt ayr 22— ... + (—1ra, =0,

Si la cota superior es ¢, entonces evidentemente — ¢ serd una cota
inferior de las rajces negativas de la ecuacién original.
Ejemplo 1. Hallar una cota superior de las raices positivas de la ecuacién

225 —Txt—5224+622+4+32z—10=0.

Para hacer f; = 2z — 7 positivo, comenzamos con ¢ = 4 y aplicamos el procedimiento
de la Regla de Ruffini de ia siguiente manera:

4) 2 -7 —5 6 3 —10

2 1 —1
Al ser negativo el tercer ndmero, probamos con §:

5) 2 -7 -5 6 3 —10
10 15 50 280 1415
2 3 10 56 283 1405

Por lo tanto, 5 puede ser tomado como cota superior de las rafces positivas.
Ejemplo 2. Hallar una cota superior de las rafces positivas de la ecuacién
28 —T24—10022 — 100022 + 102 —50 = 0.

Como hay coeficientes negativos grandes comenzamos a probar con el ndmero 10:

10) 1 —7 —100 —1000 10 50
10 30
1 3 — 70

La presencia de un ndmero negativo indica que debemos probar con un ndmero mayor
que 10; lo hacemos con 20:
20) 1 -7 —100 —1000 10 -—50
20 260
1 13 160
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¥ sin seguir adelante se ve que los nimeros restantes serdn positivos. Por lo tanto 20 es
con certeza una cota superior de las rafces positivas. Si se considera conveniente reducir
esta cota, podemos probar con nimeros menores: 19, 18, 17, cte. Ln esta forma se halla
que 17 puede tomarse como cota superior, no asf 16, si queremos satisfacer las condiciones
impuestas por el método. g

Ejemplo 3. Hallar una cota inferior de las rafces negativas de la ecuacién
22842025 4+3023+50x+1=0.
Hacemos £ = — y y escribimos la ecuacién resultante en y:
2y —20ys —30y* —50y +1 =0.
Comenzando con ¢ = 10 y probando luego 11, hallamos:

11) 2 -2 0 —30 0 —30 1
22 22 242
2 2 22 212

y se llega a la conclusién de que 11 puede tomarse como una cota superior de las rafces
positivas de la ecuacién en y. Por lo tanto, — 11 ¢s una cota inferior de las rafces nega-
tivas de la ecuacién propucsta.

Problemas

Hallar las cotas de las raifces de las ecuaciones:

bt

cxt—T72 4+ 1022 —30 = 0.

Lt —8x3+ 12224+ 162 —50 = 0.

2 —22 —3122—152—3 =0.
32¢—82°— 9z 4+ 10z —27 = 0.

. —62t+2022—622—52x+4+ 10 =0.
2+ 87 —142* —5322 456z — 18 = 0.
cb—52— 1322+ 2224+ 2—70 = 0.
vt 22 —252— 100 =0,

© % N et ok W N

28 —52b 2t 41228 — 122241 =0.

b
(]

628 42724 — 10028 —2002 — 50 = 0.

3. Cotas de los mddulos de las raices. — Dada una ecuacién
f@ =azr + ozt + ... +a. =0,

con coeficientes complejos arbitrarios, el problema de hallar una cota
superior de los médulos de sus rajces puede sustituirse por la determina-
cién de una cota superior de las rafces positivas de una cierta ecuacién
auxiliar.
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Sean a y b dos nimeros complejos. Haciendo
a=(a+b)+ (—0b),

y aplicando el teorema referente al médulo de la suma (Cap. I, Pirrafo 7),
hallamos la desigualdad

lal sla+b|+!—bl=|a+b|+]b],
se deduce, en .consecuencia, que
la+blz]al—jb].
Haciendo en esta desigualdad
a=0ayz" ; b=az" 14+ ... + a,,
sicndo  un nimero complejo arbitrario; serd, entonces:
[f@)] 2z aczr] — ezt + ... 4+ an].
Si ahora es:
lz| =7 ; |la;| = 4 : t1=0,1,2,...,n

entonces
|aozn| = Agrn

tarznt 4 ... an| A1+ ... + A4,,

para el mismo teorema. Entonces:

[f(@)| =z Ao — Ayrv! — ... — A,.

Sea R un limite superior de las raices positivas de la ecuacién auxiliar
Agzr — Ayt — ... — A4, =0.

Entonces:
AoR*— A R — .. — A, >0,

y, puesto Que:
Agrm — Ayl — | — A, = rn(Ao A A,,)’
r ™

crece al crecer r, tendremos:

Agrn — Ayrm1— .. — A4, >0,

para r 2 R. Por lo tanto
If(x) [ >0,

si [z]| 2 R, y esto significa que los médules de todas las rafces de la
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ecuacién propuesta son menores que R, y, por lo tanto, este nimero
puede tomarse como la cota superior pedida.

Ejemplo. Hallar una cota superior de los médulos de las rafces de la ecuacién
228 —T72*— 1024 +302*—6022 4+ 102z —50 =0,

La ecuacién auxiliar es, en este caso:
220 —T72—102* —302° — 6022 — 10z —50 =0.

Por el método del PArrafo 2 se halla que B = 6 es una cota superior de sus rafces posi-
tivas. Por lo tanto, todas las rafces de la ecuacién propuesta tienen médulos menores
que 6.

Problemas
Hallar las cotas de los médulos de las rafces de las ecuaciones
1. 224 —T23+622—5 =0.
2.8625— 102+ 72 +8xz—10 =0.
.t +4P— 3 +4¢)z*+4z—1—1 =0.
4. 22 —i* + (5 +58) 2+ 3 +27)xz—10 =0.
*5. 8 a=za 2a:2 ... 2a >0, demostrar que ninguna rafz de la ecvacién
f@ =a2®+azv 14+ ... +a,=0
tiene médulo mayor que 1.
SucEsri6N: Nétese que
[Q—2)f@) | 2alz"—{@—a) |[z|™ 1+ (@—a) |2 "2 4 ... ay)]
y que el segundo miembro es positivo si | z | >1.
* 6. Si los coeficientes de 1a ecuacién
f(z) =as2z"4+a;z" 14+ ... +a, =0
gon positivos, y A es el mayor de los nimeros

231 [+7} as an
— 5 Ty Ty e
Go a1 21 Gn—}

-demostrar que los mddulos de las rafces no son mayores que A

SuGEsTION: Sea z = Ay y apliquese el Problema 5 a la ecuacién en y.

4. Raices enteras. — En el resto de este capitulo consideraremos
ecuaciones con coeficientes racionales. Escribiendo los coeficientes de
tal ecuacién como fracciones con un denominador comin y multipli-
cando por el denominador a ambos miembros de la ecuacién, reempla-
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zamos esta Gltima por una ecuacién equivalente con coeficientes enteros.
Sea esta ecuacién

f@ =az*+az—14+ ... +a, =0,

la que puede tener raices racionales; el problema es ¢6mo hallar tales
rafces si existen, o ¢6mo demostrar su inexistencia. Veremos que estas
rajces racionales pueden ser halladas una vez encontradas las raices
enteras, y por lo tanto, es necesario explicar primero c¢émo pueden
hallarse las raices enteras. Supongamos que = = ¢ es una rafz entera,
es decir que:

agc® + a4 ... +apgc +a, =0,

o también
c(age™ 14 ... + Gp1) = —a,.

En el primer miembro ambos factores son enteros, puesto que tanto ¢
como ag, a1, ..., Gs—1 SON enteros y en consecuencia es divisible por c.
Por lo tanto, las raices enteras, si las hay, son divisores positivos o ne-
gativos del Gltimo término a,. Por consiguiente, el problema de hallar
raices enteras se reduce inmediatamente a un nimero finito de pruebas:
primero, buscar todos los divisores positivos y negativos de a, y luego,
probar sucesivamente cada uno de ellos, por sustitucién directa en la
ecuacién dada. De esta manera pueden hallarse todas las rafces enteras
o se demostrari que tales raices no existen. En la préictica, cuando el
nimero de divisiones a probar es grande, es preferible disminuir la-can-
tidad de pruebas excluyendo los divisores que no son posibles raices.
Con este fin se determina primero una cota superior de las raices posi-
tivas y una cota inferior de las raices negativas y se conservan sélo
aquellos divisores que se encuentran entre estas cotas. De estos divi-
sores pueden excluirse algunos, de acuerdo a la siguiente observacién:
Si a es un entero cualquiera y ¢ una raiz entera, entonces f (a) es divisible
por ¢ — a. Evidentemente, si ¢ es una raiz, tendremos:

f@) = (= —0)fi(z)

siendo los coeficientes de fi(z) enteros. Sustituyendo aquf z = a, se
deduce que:

fla) = (@ —c)fila),

y, por ser fi (@) un entero, f(a) es divisible por ¢ — a. Entre los divi-
sores a probar estdn siempre 1 y — 1. De acuerdo a ésto, calculamos
f (1) y f(— 1) por la Regla de Ruffini; si ninguno de estos valores numé-
ricos es cero, excluimos todos los divisores ¢ tales que ¢ — 1 no divida a
(1), y a todos los divisores tales que ¢ + 1 no divida a f(—1). Enton-
ces, en general, tomando un divisor cualquiera d, calculamos f(d)
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y 8i f(d) =0, excluimos todos aquellos divisores ¢ para los que f(d)
no es divisible por ¢ — d. De esta manera el nimero de divisores para los
tanteos se reduce considerablemente. Una vez hallada una rafiz entera c,
es conveniente comprobar si es miltiple. Supongamos que resulte ser
de un orden de multiplicidad «; entonces, los demds divisores se probaréin
en la ecuacién reducida.

- J@®
F(z) = ———(x —_ 0

Ejemplo 1. Averiguar si la ecuacién
28+ 328 —3624 —4513 49322+ 1322 4140 =0

ticne o no rafces enteras. El primer paso cs hallar cotas de las rafces por el método dcl
Pérrafo 2. Se encuentra que las rafces son menores que 6 y mayores que — 8. Siendo:

140 = 22.5.7
los divisores positivos menores que 6 son:
1; 2;4; 5
y los divisores negativos mayores que — 8 son:
—1; —2; —4; —5; —7

Se comprueban 1 y — 1 por la Regla de Ruffini

) 1 3 —36 —45 93 132 140
1 4 —32 —77 16 148 288 =f(1)
—1) 1 3 —36 —45 93 132 140
1 2 —38 —7 100 32 108 =f(—1)

De los divisores positivos debe excluirse 4 puesto que 4 4 1 = 5nodividea f (—1) =108.
De los divisores negativos debe excluirse — 4 puesto que —4 —1 = — 5 no divide a
f 1) = 288. Quedan por probar los siguientes divisores:

2; —2; 5; —5; —17.

Probamos primeramente 2:

2) 1 3 —36 —45 93 132 140
2 10 —52 —194 —202 —140
2 1 5 —26 —97 —101 —70 0 =1(2)
2 14 —24 —242 —686
1 7 —12 —121 343 —756 = £ (2)

En consecuencia, 2 es una rafz simple y la ecuaci6n reducida es:

fi(@) =285 4+520—2622—9722— 1012 —70 =0.
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—2) 1 5 —26 —97 —101 —70
—2 —6 64 66 70
—2) 1 3 —32 33 —35 0 =f:(—2)
-2 —2 68 — 170
1 —34 35 —105 = f: (—2)

Por lo tanto, —2 es una rafz simple y la segunda ecuaci6én reducida es:

f2(@) = 2 +323—3222—332—35 =0,
Probamos ahora 5:
5) 1 3 —32 —3 —35
5 40 40 35
5 1 8 8 7 0 =f(5)
5 65 365
1 13 73 372 = f;(5)

Por lo tanto, 5 es una rafz simple y la tercera ecuacién reducida es:
fi(x) =22 +822+8x+7=0.

Al no dividir —5 a 7, es initil probar —5. Probamos —7:

—7) 0 8 8 7
-7 -7 -7
1 1 1 0 = fi (—7)

En consecuencia, —7 es la rafz entera y la cuarta ecuacién reducida cs:
224+z+1=0,

que admite las rafces imaginarias:

Por lo tanto, las rafces de la ccuacién propuesta son:
2; —2; 5, —7; w; 0.
Ejemplo 2. Investiguese i la ecuacién
542t —202  — 4422 —212—456 =0,

tiene o no rafces enteras. Por el método del Pérrafo 2, se halla que las rafces son menores
que 6 y mayores que —5. Los divisores de 45 = 3* 5 contenidos entre estas cotas son:

1; —1;3; —3; 5,
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Probamos primero 1 y —1

) 1 1 —20 -—44 —21 —45
1 2 —18 —62 —83 —128=s(1)
-1) 1 1 -2 —44 -—21 —45
1 0 —20 —24 3 — 48 =f(—1)

No se desecha ninguno de los divisores 3, —3 y 5 porque si les restamos 1 dividen a
—128 y &i les sumamos 1 dividen a 48. Probamos 3:

3) 1 1 —20 —44 —21 —45
3 12 —24 —204 —675
1 4 —8 —68 —225 —720=/(3)

Por lo tanto 3 no es una rafz pero —3 —3 = —6; 5 —3 = 2 son divisores de 720;
en consecuencia es necesario probar —3 y 5. Probamos primero —3:

—3) 1 1 —20 —44 =21 —4b

—3 6 42 6 45
-3 1 —2 —14 —2 -—15 0 =f(=8)
-3 15 —3
—-3) 1 —5 1 —5 0 =7 (=3)

—3 24 75
1 —8 28 —80

Por consiguieate, —3 es una rafz doble y la ecuacién reducida es
filg) =22~b2*+2z2—-5=0.
Finalmente probamos 5: .

1 0o 1 0=r(5
Y, por lo tanto, 5 es una rafz y la segunda expresién reducida es:
4+1=0.

En consecuencia, la ecuaci6n propuesta tiene las siguientes rafces: —3, rafz doble;
B; §; —1, rafces simples.

Problemas
Hallar las rafces enteras de:
1. 20 —22'—25x+ 50 = 0. 2. 22 —9224+222—24 = 0.
3. 2 — 106z —420 =0, 4. 2t —2*— 132 + 16z —48 = 0.
5. 20—z —22+192—42 =0. 6. 74 4822 — 722 —49z 4 56 = 0.

7. 28 —326—928 +2122— 10z + 24 =0.
8. 28 —5z¢ +2x8—25z2 + 212 + 270 = 0.
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9. 2 —Tz5— 1l —T23+ 142 —282 4+ 40 = 0.
10. 26 + 328 + 424 + 322 —152'— 162 + 20 = 0.

11. Probar que, si tanto f (0) como f (1) son néimeros impares, la ecuacién f (z) = 0
con coeficientes enteros no puede tener rafces enteras.

12. Demostrarlo si ninguno de los tres ndmeros f (—1), f (0) y f (1) es divisible por 3.

5. Raices racionales. — Las rafces racionales de una ecuacién
2+ pavtl+ ..+ pa=0,
con el primer coeficiente 1 y los deméds enteros, s6lo pueden ser enteras.

r . -
Sea — una raiz racional, de modo que r y s sean enteros y primos entfre
8

si. Sustituyendo esta rafz en la ecuacién y eliminando denominadores
tendremos:

™4 pr i Lt Paarst T+ past =0,

0 bien

m=s(—pr 11— ... —p.s"h).
Por ser
prrt 4 L+ paemTh,
un entero, ™ es divisible por s y esto sélo es posible si s = 1, por no
tener r y s divisores comunes. Por lo tanto la supuesta rafz racional%

es una raiz entera. Empleando esta proposicién, vemos que las rafces
racionales de una ecuacién

Gzt + a1+ ... +a,=0,
pueden hallarse de la siguiente manera: Si z es v.na rafz racional,
Yy=2azx,
ser4 una rafz racional de la ecuacién

Y+ oy + aazy*2 + ... +a™la, =0,

cuyo primer coeficiente es 1 y los demés enteros. En consecuencia, y
es una rafz entera y (si existe) puede hallarse por el método del P4-
rrafo 4. A veces puede simplificarse el trabajo haciendo la sustitucién

Y
k

T = y
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y eligiendo k de modo que sea el menor entero que haga enteros a todos
los coeficientes de la ecuacién resultante

ka k*as kra,
yn+ lyn—l_*_ y”“2+...+

Qo Qo Qo

= 0.

La eleccién de k = aq es siempre posible; pero a veces, un valor menor
de k¥ cumple todos los requisitos establecidos.

Ejemplo 1. Hallar las rafces racionales de la ecuacién:
6zt —T7x24+82>—T724+2=0.

Haciendo

Yy

r = —n
6
la ecuacién transformada en y es:
FW =y —TyP +48y*—252y +432 =0.

Esta ecuaci6n no tiene rafces negativas y todas sus rafces positivas son menores que
7. Los divisores de 432 = 24 3® menores que esta cota son:

1; 2; 3; 4; 6.

Como f (1) =222 no es divisible por 6 — 1 = 5, no es necesario probar con 6. Probando
con 2, 3 y 4 hallamos:
2) 1 —7 48 —252 432
2 —10 76 —352
1 —5 38 --176 80 = f(2)
3) 1 -7 48  —252 432
3 —l12 108 —432

1 —1 36 —l144 0=f(3)
4) 1 —4 36 —1144
4 0 144
1 0 36 0=f(

En consecuencia, 3 y 4 son los tGnicos valores enteros de y, que corresponden a lasdos
raices racionales de la ecuaci6n propuesta:

3 1 4 2

= — Y Lo = — = —

7 =
T2

Ejemplo 2. Hallar las rafces racionales de la ecuacién:

2528 —T0 23 — 1262 + 4142 —243 = 0.

Sustituyendo

Yy
x=—,
k
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la ecuacién en y es:

PV T SN\ C IS T S
2 Y g5 ¥ T YT o5 d

y basta con tomar k = 5 para hacer enteros todos sus coeficientes. Eligiendo asf k la
ecuacién serd:

f) =y —14y*— 126 y* + 2070y — 6075 = 0.

Todas las racfces se encuentran comprendidas entre — 15 y 21 y los divisores de
6075 = 3%.5* entre estas cotas son:

1; 3; 9; 5; 15; —1; —3; —9; —b.
Calculando f (1) = — 4144 y f(—1) = — 8256 desechamos —5; 9 y —9. Probamos
3y —3:
3) 1 —14 —126 2070 — 6075

3 —33 —am 4779
1 —I11 —159 1593 — 1296 =f(3)
—3) 1 —14a —126 2070 — 6075
— 3 51 225 — 6885
1 —17 — 75 2295 —12960 = f(3)

Quedan por probar 5 y 15
5) 1 —14 126 2076 —6075

5 —45 —85 6075
15 1 —9 —171 1215 0=7(5)
15 90 —1215 -
1 6 — 81 0

Por lo tanto, y = 5 e y = 15 son rafces de la ecuacién auxiliar en y, y

5
.‘n=?=3 H xz=?=l,

son las Gnicas rafces racionales de la ecuacién propuesta. Si hubiéramos encontrado
primero las rafces enteras y luego hubiéramos pasado a investigar las rafces fraccio-
narias, las hubiéramos decterminado en un ndmero menor de cdlculos.

Problemas

Hallar las raices racionales de las siguientes ecuaciones:

1. 3283 —2622+34z— 12 = 0. 2.2z 41222 +132 4+ 15 = 0.
3.6x3—224+zx—2=0. 4. 102 4+ 1922—30z + 9 =0.
5.2z —z224+1=0. 6. *—3z+1=0.

7.6z — 1123 —z22—4 = 0. 8.4 — 1122492 —2=0.



92 TEORIA DE ECUACIONES

9, 224 —42*+322—5zxz—2 =0. 10. 628+ 2t — 143+ 42 + 52 —2 = (.
11. 86284 11zt —a2 +52—6 =0.
12. 224+ 2 —92— 682 —52*—T7z +6 =0.

+13. Si un polinomio de grado = 5 con coefcientes racionales tiene rafces miltiples,
tiene también una rafz racional, excepto en el caso de que el grado sea 4 y el polinomio
sea un cuadrado perfecto.

* 14. ;Cémo puede utilizarse esta demostracién para averiguar la existencia de rafees
miltiples de ecuaciones cuyo grado no pase de 5? Considérense los ejemplos:

(@) 2*8—22*—62'+422+13246=0;
b)3xt— ¢4 622 —2224 32—1=0.



CAPITULO V

ECUACIONES CUBICAS Y CUARTICAS

1. ¢Qué es la ‘‘resolucién’’ de una ecuacién?. — El principal
problema del 4lgebra consiste en la « resolucién » de ecuaciones alge-
braicas, y es importante entender claramente qué quiere indicarse con
ello. Resolver una ecuacién involucra la determinacién de todas sus
raices, tanto reales como imaginarias, ya sea en forma exacta o con una
cierta aproximacién previamente especificada. Naturalmente la difi-
cultad en la resolucién de ecuaciones aumenta con su grado, aparte
de otras razones, porque cuanto mayor es éste, més rajces hay que hallar.
Para las ecuaciones de primer grado

ax +b =0,

la solucién esté dada por la férmula

que indica qué operaciones aritméticas deben realizarse con los coefi-
cientes arbitrarios para hallar la raiz exacta o con un cierto grado de
aproximacién. La solucién de las ecuaciones de segundo grado:

ax® + bz +¢c =0,

estd dada por la férmula

—b + Vb —4ac

2a

x =

que indica claramente la naturaleza de las operaciones a realizar con los
coeficientes arbitrarios para obtener el valor de las rafices con la aproxi-
macién deseada o exactamente. Al examinar la férmula vemos que para
calcular las rafces de la ecuacién cuadrética, ademés de las operaciones
racionales, es necesario extraer la rafz cuadrada de un nimero dado. La
extraccién de la rafz cuadrada nos conduce nuevamente a la solucién
de una ecuacién cuadritica pero del tipo especial siguiente:

»=A,
93
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de modo que la solucién de una ecuacién general de segundo grado
por la férmula anterior es, en realidad, una reduccién del problema ori-
ginal a otro similar més simple. Para resolver este problema m4s simple
de extraer la rafiz cuadrada exacta o aproximada, hay métodos no mis
dificiles en su aplicacién que la multiplicacién y la divisiéun. Esto nos lleva
a tratar a los radicales cuadriticos Y A como algo familiar y conocido.
Existen también métodos para la extraccién de raices clibicas de nimeros
reales, es decir, para resolver las ecuaciones cibicas especiales de la
forma
©=A4.

3
Este hecho induce a considerar los radicales 4 4 también como algo
familiar y conocido. M4és generalmente, las rafces de las ecuaciones del
tipo
"= A,

donde A es un ndmero real, pueden hallarse aproximadamente usando,
por ejemplo, las tablas de logaritmos. Adn en el caso de que A sea un

n
nimero complejo, los valores de su raiz enésima A4, como vimos en
el Cap. I, pueden hallarse aproximadamente por medio de las tablas
logaritmicas de ndmeros v funciones trigonométricas. De este modo,

n
podemos considerar los radicales 4 A como cantidades familiares, facil-
mente computables. La resolucién de una ecuacién mediante una com-
binacién de operaciones racionales y extraccién de raices se llama reso-
lucion algebraica o por radicales. Asf, por e¢jemplo, la ecuacién

4+ 4+22+24+1=0,

puede resolverse algebraicamente, y sus raices, presentadas en forma
de radicales, son:

— 1445 i1,\!10+2\/? . —1—45 j:.\110—2\/?

1 1 , 1 ¢ 4

Una ecuacién cuadritica puede ser resuelta algebraicamente cuales-
quiera sean los valores que se atribuyan a sus coeficientes. Pero, jqué
sucede con las ecuaciones cibicas, cuédrticas y de grado superior? ;Pueden
ser resucltas algebraicamente para valores arbitrarios de sus coeficientes?
En lo que se refiere a las ecuaciones cibicas y cudrticas, los mateméticos
italianos (Scipio Ferro, Tartaglia, Cardano y Ferrari) demostraron, en
la primera mitad del siglo dieciséis, que pueden resolverse algebraica-
mente y sus rafces ser presentadas en forma de radicales para valores
arbitrarios de los coeficientes. Pero todas las tentativas realizadas du-
rante los dos siglos siguientes para hallar una solucién algebraica de
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ccuaciones «<generales» (es decir, con coeficienties cualesquiera) de grado
superior al cuarto, fracasaron. La causa de este fracaso reside en la natu-
raleza misma del problema y no se debié a la despreocupacién o falta de
ingenio de los que se ocuparon de él. A principios del siglo diecinueve,
primeramente Ruffini (cuya demostracién no fué completa) y luego
Abel, demostraron que es absolutamente imposible expresar, por medio
de una férmula en la que sélo intervengan operaciones racionales y
radicales, las raices de una ecuacién de grado superior al cuarto cuando
los coeficientes son arbitrarios. La demostracién de esta imposibilidad
pertenece al algebra superior y no puede ser encarada en este curso.
Con respecto a la resolucién algebraica de las ecuaciones cibicas y
cudrticas, Ia teorfa es relativamente simple y serd explicada en este
capitulo y resumida nuevamente desde un punto de vista superior en
el Capitulo XII.

2. Formulas de Cardano. — No se pierde generalidad al tomar la
ecuacién cibica general en la forma:
J@=2*4+ax*+bx+¢c=0,

puesto que la divisién por el coeficiente de z® no modifica las rafces de
la ecuacién. Introduciendo una nucva incégnita, esta ecuacién puede
simplificarse, ademds, de modo que no contenga la segunda potencia
de la incdgnita. Con este fin hacemos:

z=ytk,

siendo k arbitrario. Por la férmula de Taylor:

JW+k =10 +5 By + f";") v+ f'"G("’ ¥

Sy =k +ak> + bk +c¢c ; f'(k) =3k +2ak+b ;

1 1
—f" k) =3k +a ; —f"(k)=1.
2" (k) 6f (k)

Para eliminar el término en y? basta elegir k¥ de modo que:

Por ser




26 IEORIA DE ECUACIONES

se deduce que, sustituyendo:

a
$=y—-3—,

la ecuacién propuesta queda transformada en

¥*+pry+qg=0, [1]
donde
a* ba 2 a?

=b———; =c—_.+
p 3 ? 3 27

Una ecuacién cibica de la forma [1] puede resolverse por medio del
siguiente artificio: Tratamos de satisfacerla haciendo:

y=u+tv,

introduciendo asi dos incégnitas v y v. Sustituyendo esta expresién en
(1] y ordenando los términos de manera apropiada, u y v tienen que
satisfacer la ecuacién

wW+r+(@+3w (wut+v)+qg=0, [2]

con dos incégnitas. Este problema es indeterminado a menos que se
tome otra relacién entre u y ». Tomamos para ello la relacién

duv +p =0,
O sea
P
-

uy = —

Entonces, se deduce de [2] que:
w4t =—gq,

de modo que la solucién de la ecuacién cibica [1] puede obtenerse resol-
viendo el sistema de dos ecuaciones

w = —q ; u=-——- [3]

Elevando al cubo esta tltima ecuacién, tenemos:

ps
wy = — — ' 4
97’ [4]

v de este modo, por las ecuaciones [3] y [4], conocemos la suma y el pro-

ducto de las dos incégnitas u® y +*. Estas cantidades son las rafces de la

ecuacién cuadritica
S

14
?4qt ———=0.
1 27
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Llaméndolas A y B, tenemos que:

-9 R
4 = 2+ 4+27’
__9_ e P
B = 2 z T o

en las que escamos en libertad de elegir la raiz cuadrada. Ahora bien,
debido a la simetria entre los términos u® y ¢* en el sistema [3] podemos
hacer:

s
Si un valor determinado de la raiz ctibica de A se designa pory A4,
los tres valores posibles de u serdn:
3 3

3
u=vV4 ; u=o0V4d ; u=0wVA4,

donde

—14+143
2 2

es una rafz cibica imaginaria de la unidad. Con respecto a v tendremos
también tres valores:

3_ ‘3___ 3_
v=vVB ; v=0VB ; v=0w+YB ;

pero no podemos combinar uno cualquiera de ellos con los tres valores
posibles de u, desde que u y v deben satisfacer la relacién:

uy = —2..

3
3
Si VB significa la rafz cdbica de B que satisface la relacién

33 P
v A . v B = — ?’
entonces los valores de v que pueden combinarse con

3 3 3
u=VA ; u=wyAd ; u=uwY4,

seran

3
B ; v=0vE.

[

i
£ o
|
<

i

eb’
<
o

<
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Por lo tanto, la ecuacién [1] tendrd las siguientes rafces:

n
3 3
Y2 = © VA -}—m2VB,

3 3
¥s = ' VA +0 VB.

Estas férmulas se conocen como férmulas de Cardano, en homenaje al
mateméatico italiano Cardano (1501-1576), que fué el primero en publi-

3 3
V4 +VE,

3
carlas. Debe recordarse que 4 A puede tomarse arbitrariamente entre
3

las tres posibles raices de A, pero 4B debe elegirse de modo que

3 3
VA .\B = —%-

3. Discusion de la solucion. — Al discutir las férmulas de Cardano
supusimos que p y ¢ son nimeros reales. Demostraremos entonces, que
la naturaleza de las raices depende de la funcién

A =4p +27¢.

Evidentemente, A serid positivo, cero o negativo. Suponiendo pri-
mero que A sea positivo, la rafz cuadrada

ST )
Y 108"’

serid real y la tomaremos positiva. Entonces A y B serin reales y por
3

VA indicamos la rafz cibica real de A. Por ser p real y
3 3 p
'\/ A . V'B = — -:-3— ’

3
N B ser la rafz cibica real de B. Por lo tanto, la ecuacién (1] tiene una
rafz real

3 3
yl=VA +UB:

pero las otras dos rafces
3

3 3 3
3 3 4 o e o
A —
yz=m"A +w21”; ___g_\/g_+iv3u,

3 3
y3=(n)2VA -{-w Vf
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serin imagiparias conjugadas desde que A y B no son iguales y en con-

secuencia
3 3

VA —\B #0.
Ejemplo 1. Sea la ecuacién cdbica
»$4+z2—2=0.

Primeramente debe ser transformada por medio de la sustitucién

x=y——é—-

La ecuacién resultante en y (que puede hallarse por la regla de Ruffini) es:

L. ®
S Al ,
de modo que:
1 52 52t 4
=_—_ = . = — —— =100
P 3 1 27 27 21
En consecuencia serd:
5 _26+5\/27 .2 527
108 27 T 27’ 27 27
3 3 3 3
1 — 1
A =3—\/26+15\/3 ; VB =3—\/26—15\/3

e

3 3
yl=%-(\/26+15\/? +\/26—15\/?);

Y2

3 23
—~:3—(\/26+15\/?+\/26—15\/3_)+

T 3 3
+1F_ (\/26+15\’?—-\/26—15\/?);

Y3

3 3
—%(\/26+15\/?+\/26—-15\/?)—

_iﬁ? (\726+15\/_3T—\726—15\/?).

Correspondientcmente, las rafces de la ecuacién propuesta son:

3 3
xl=;—(\/26+15\/?+\/26—15\/?—1>;
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(V26+15\/—+\(26—15V3+2) +
( 26+15\I?-—\726—15v?);

1
6

3 3
,,:.—-:5—(\/26+15\I3 +V26—15y3 + 2)

( 26 + 15 \/?—\726—15\/?).

La ecuacién
4 r2—2=0.

tiene, sin embargo, una rafz cntera 1 y Ias dos rafces restantes

— 11,

son imaginarias.
Comparando con las expresiones obtenidas de las t6rmulas de Cardano descubrimos
el curioso hecho de que
3

3
Vo6 +15y3 + V26 —15v3 = 4,

a pesar de que las rafces cdbicas son ndmeros irracionales. La explicacién de esto se halla'
comparando las rafces imaginarias. Esta comparaci6n da para la diferencia de las mismas
rafces cibicas

3 3
V26 +15v3 — V26— 1543 =2v3,

en consecuencia:
3

V26 +15y3 =2+v3 ; Ve6—15y3 =2—v3.

Por lo tanto: 28 + 1543 y 26 — 154/ 3 son los cubos de los némeros 2 + Y3y 2 — V3.
Tal simplificacién ocurre siempre que la ecuacién ctibica tenga una rafz racional, pere
no en los dem4s casos.

Ejemplo 2. Resolver la ecuacién

4+9z—2=0.

Aquf la transformacién preliminar no es neceearia y las férmulas de Cardano pueden
aplicarse directamente. Tenemos:

A
=0 ; g=-—2 ; A=23024 ; — =28
p=9 ? ! ' 108

A=1+v28 ; B=1-—v728.

En consecuencia, la rafz real es:

3 3
VVas +1—-Vy28—1,



ECUACIONES CUBICAS Y CUARTICAS 101

mientras que las rafces imaginarias son:

\

_;—(:IVK+1—\3/ 28—1)¢i‘2/—?(\7\/§+1+\7\l?8——1).

Para calcular estas rafces aproximadamente, puede utilizarse alguno de los conocidos:
manuales que contienen tablas de cuadrados, cubos, rafces cuadradas y cdbicas. En estas
tablas se halla que:

V28 +1 =6,2015026 ; 28 —1 = 4,2915026

y que:
3 3

V28 +1 ~ 18460840 ; V428 —1 =1,6250615.

Por consiguiente, 1a rafz real de la ecuacién propuesta es aproximadamente:

1,8460840 — 1,6250615 = 0,2210225 ,

con el grado de aproximacién permitido por las tablas de siete decimales.
En caso de que A =0

A=B=_i,
2

y las rafces de la ecuaci6n

v+ry+q=0,

/4 */q /q
y1-21/—— ; ya=1/: ; ya=‘/:'
2 2 2

En consecuencia, y:» = y; es una rafz doble a menos que q = 0, lo- que implica que
p = 0, en cuyo caso las tres rafces son iguales a cero y la ecuacién

$=0,
se resuelve directamente.
Problemas

Resolver las ecuaciones cdbicas:

1. 22—6z—6 =0. 2. 2 —12z—34 =0,

3. 22 4+ 9z —6=0. 4. 23+ 18z—6 =0.

5.2234+62+3=0. 6.2z —3z+5=0.

7.322—622—2 =0. 8 2 +622—36 =0.

9. 22 +3224+9z+ 14 =0. 16, 22 462 46z + 5 = 0.
11, 28 — 1522 + 106 2 — 245 = 0. 12, 82 + 122 + 1022 —47 = 0.
13. 22 —2z+2 = 0. 14, 2* +3z—2 =0.

15. 22 + 622 4+9z+4+8 =0. 16. 82 4122 430z —3 = 0.
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Demostrar que:

3 3 3
17.\/V?+2-\/V?—2=1. 18. V7 4+ 50 + V7 — 50 = 2.
19. \R/108+1o-\/\/108—-1o—2

20. \/\/243+\/°4?—\/\l°43—\/242-2\12

21. JCudl es el raaio exterior de un casquete esférico de un centfmetro de espesor si
el volumen del casquete es igual al volumen del espacio hueco interior?

22. Resolver el Problema 21 si el volumen del espacio hueco es el doble del volumen
del casquete.

23. Una caja sin tapa tiene la forma de un cubo de arista 10 em. Si la capacidad de la
caja es de 500 cm?, jcudl es el espesor de las paredes? Se suponen de espesor uniforme.

4. Caso irreducible. — Volvemos a la discusi¢n de la solucién general
para cofisiderar qué sucede cuando A < 0. Qcurre, en este caso, un fe-
némero curioso:

q* P —A
TV =Y o8

es un imaginario puro y los aimeros

-9 .. —A L9 . —A
A=—gtil w5  B=—3 108
son complejos, de modo que las raices de la ecuacién [1} del Parrafo 2
estdn expresadas por las raices cibicas de nimeros complejos, y sin
embargo las tres son reales. Para ver csto, sea

3
VA =a + b,

una de las rafces cibicas de 4. Por ser B conjugado de A4, el ndmero
3
a — bi seré una de las rafces cibicas de B y debe tomarsc igual a B’

para satisfacer la condicién

3

3
4 \VB=_--P2
VA NB=—=

3 a
VA =a+4bi ; VB=a —bi,
y de las férmulas de Cardano se deduce que las raices
=2a

y:=(@ +b)o + (@ —bi)w = —a—>by3,
ys=(a+b)w+(@a—b)o = —a+ b3,

I
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son reales y ademés, distintas. Es evidente que y. =ys;. Si y1 = ys

tendriamos
b= —a \/? ,

de modo que:
3

VA =a(l —iy3).
Pero entonces
A=a(1—iV3)=—8a
serfa real, lo que no es cierto. En la misma forma se demuestra que
Y # Ys.
Ejemplo. Resolver la ecuacién

y¥»—3y+1=0.

En este caso

— A 3
p=—3 ; ¢g=1 ; A=—8l ; /‘/ =£

108 2
V3 1 V3

A= —— 41 =w ; B=———1¢ =w?,
2 2 2 2

y las rafces reales se presentan en la forma:

3 3
y= Vo + Vo
3

3
Yr=w W—{- “’2V w?
3 3
ya-=w’\/7+w \(u’ .

Fstas expresiones no pueden ser calculadas directamente debido a las rafces ctibicas
de los nlimeros imaginarios. Si tratamos de hallar

3
\/_m—=a+bi,

algebraicamentc, tenemos que resolver el sistema formado por las ecuaciones

—

V3
a*—3ab® = -3 ; 3a*b—0b -T-
Despejando b? en la primera
2at 41

6a

bt =

y sustituyendo este valor en la segunde

fpam2e1) XS

6a 2’
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de donde
3V3a C e 27 at
B8a2—1 ° = (160 — 1)

Igualando las dos expresiones de b°, tenemos la ecuacién

2a 1 27 a?

6a  (16a® — 1)

que efectuando operaciones, nos da:
(2a)*+3(2a)*—24(2a)*+1=0.
Haciendo z = 8 a?, tenemos una ecuaciéa cibica en z
2 +3*—24z+1=0
que, sustituyendo r =y —1, se transforma en
yP—27y—27=0
o, haciendo y = — 3 2, resulta:
22—3241=0.

Pero ésta es la misma ecuaci6én que querfamos resolver. En consecuencia, no hemos
avanzado un solo paso en el ‘intento de hallar a y b por un procedimiento algebraico.
El hecho de que las rafces de una ecuacién chbica

¥+py+q¢=0,

en e} caso de que
4p 4272 <0,

se presentaran en una forma que incluyera rafces ctbicas de ndmeros inmaigarios des-
orient6 s los matemdticos antiguos por largo tiempo, y este caso fué llamado por ellos
casus trreducibilis, caso irreducible. Ahora sabemos que, por ejemplo, cuando p y ¢ son
ndmeros racionales, pero entre las tres rafces reales de una ecuacién

¥+py+q=0,

ninguna es racional, es absolutamente imposible expresar alguna de estas rafces en una
forma que s6lo incluva radicales de cualquier clase.

5. Resolucién trigonométrica. — No obstante las dificultades al-
gebraicas que se presentan en el caso irreducible, es posible expresar
las rafces en una forma conveniente para el calculo numérico, extra-
yendo la raiz cibica de
¢ P
4 2T

=91 .. _
4= 2+1

trigonométricamente. El cuadrado del médulo de A es:

85



ECUACIONES CUBICAS Y CUARTICAS 105

en consecuencia

p =

()=

El argumento de A puede determinarse, ya por su coseno

V274

coS ¢ = —
2pN—p '
0 ya por su tangente
—4—A
tang ¢ = —————— »
PR

a condicién de que ¢ se tome en el primero o en el segundo cuadrante
segiin que ¢ sea negativo o positivo. Hallados ¢ y ¢ podemos tomar

3 3 P
ﬁ—=\/—9—(005%+isen—¢—)=1/ p (cosi-m'seni)

3 3 3 3

3
=P 2 isenl).
VB = 3 (cos3 zsen3)

Entonces, puesto que

o = cos 120° + 7 sen 120°,

las raices y:, ¥z, ys estardn dadas por:

— 7P ¢
3 003—3—’

2 /‘/_37) cos (—g— + 120°) ,
Ys = 2 ,‘/ _3p cos (;;- + 240°) .

En la préctica es més conveniente expresar y. e ¥; en la forma:

— p o — ¢

————2/‘/ 3 cos(60 -—3),
= — p o .

Ys = — 2 1/ 3 cos (60 + ——31 )

Ejemplo 1. Para la ecuacién

=2

Y2

<2
w

y¥—3y+1=0,
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—9p 1
— =1 ; co8¢ = —-—
"/ 3 ! ¢ 2
luego: ¢ = 120°% e

Y1 =2co840° ; ys=—2c0820° ; y; =2cos80°.

tenemos:

Los valores aproximados de las rafces pueden sacarse directamente de las tablas trigo-
nométricas, y son:
y1 =  1,5320888862

y: = — 1,8793852416
ys =  0,3472963554 .

Ejemplo 2. Resolver la ecuacién

P—T7y—7=0.

Para esta ecuacién

p=—7 ; ¢g=—7 ; —A =49,
y
1
tang ¢ = .
\127

El cémputo siguiente se hizo con tablas de logaritmos de seis decimales. Los céleulos
y resultados pueden presentarse como sigue:

log 27 =1,431364 log 7 =0,845098 log cos % =9,999128—10
log /27 =0,715682 log 3 =0,477121 0,485018
log tang ¢ =9,284318 log 7/3=0,367977 log y1=0,484146
$=10°53'36",2 log\7/3=0,183988 1 =3,04892

1
Y ¢ = 3°3752",0 log 2=0,301030

log 2 \/ 7/3 =0,485018 log cos (60° +§) =9,647528—10
0,485018
log (—y.) =0,132546
n= 3,04892 —Y:= 1,35689
. @
y2=—1,35689 log cos | 60°— ? =9,743387—10
Yy =—1,60202 0,485018
0,00001 log (—y3) =0,228405

—Ys =1,69202
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Las rafces han sido calculadas independientemente y la suma de sus valores aproximados
resulta ser 0,00001 en lugar de cero, lo que sirve como control para demostrar que los
valores hallados son correctos dentro de log limites de aproximacién que pueden obtenerse
con tablas de seis decimales.

Problemas
Resolver trigonométricamente
1, 28—32*+1=0. 2. 224+ 322—3 =0,
3.3 +xr2—22x—1=0. 4. 3—62-+2=0.
5.22+622+10x+3 =0. 6.3+ 22—4zx+4+1=0.
7. 23 4+322—22—3 =0. 8. 28 4+622+8x—1=0.

9. Cortar un sélido semiesférico con un plano paralelo a la base de modo tal que lo
divida en dos partes de igual volumen.

10. Si se pide que el mismo s6lido se divida en tres partes de igual volumen por medio
de dos planos paralelos a su base, demostrar c6mo pueden clegirse estos planos.

11. Siendo el peso especifico del corcho de 0,25; jhasta qué profundidad se sumergird
en el agua una esfera de corcho de 10 ¢em de radio?
Por el principio de Arquimedes el corcho desalojard un volumen de agua de igual peso
que el corcho.
12. Resolver la ecuacién
(@2 —z + 1)3 =92 (z — 1)
1

Hégase: y = x—-—2— .

13. Resolver la ecuacién

(@P—z+ 13 =8zx(x—1).

6. Solucidon de las ecuaciones cuirticas. — La resolucién de las
ecuaciores cuérticas fué descubierta por Ferrari, discipulo de Cardano.
Escribiendo la ecuacién

#tart+ bzt +cx+d=0,

en la forma

2+ axt = —bxt—cx—d,
a? . .
y sumando —4—-:62 a ambos miembros, la ecuacién

(z2+%x)2=(%2—b)x2——x-—d, 1]

es equivalente a la ecuacién original. Si el segundo miembro de [1]
fuera un cuadrado perfecto, la solucién de esta ecuacién seria inmediata.
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Pero, en general, no lo es. La idea fundamental en el método de Ferrari
consiste en sumar a ambos miembros de [1]
a y?
Y x? + —z) +— ’
(54

de modo de obtener un cuadrado perfecto en el primer miembro para
un y indeterminado. La ecuacién [1] queda transformada en:

a ¥ \? a?
R el Y =2 —p 2
(x 2x+2) (4 +y)x+

+ (—c + %ay) z 4+ (—d + %yz) o021
Ahora podemos tratar de determinar y de modo que:
(—aj—*b+y)x2+(—c+iay)x+(~d+—}—y2) (3]
4 2 4
se convierta en el cuadrado de una expresién lineal ex + f. En general, si:

Ax? + Bz + C = (ex + f)?, [4]

serd
B2 —4AC =0, (5]

y reciprocamente. De hecho, la ecuacién [4] es equivalente a las tres
relaciones

A=¢ ; B=2¢ ; C=f, (6]

para que [5] se satisfaga. Reciprocamente, suponemos que [5] sea ver-
dadera. Epntonces, si 4 = 0 y C = 0, tendremos también B = 0, y las
relaciones [6] se satisfardn para e =f = 0. 8i A 6 C no son cero, sea,
por ejemplo, A = 0, tomamos, entonces:

— B
- \/A ) f= -2—-;’
y, por [5], tendremos:
C =

De modo que el segundo miembro de [3] ser4d el cuadrado de una
expresion lineal ex 4+ f si y satisface la ecuacidén:

o, efectuando operaciones:

yrP—by+ (ac—4d)y +4bd —a*d —c® = 0. [7]
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Basta tomar para y una raiz cualquiera de esta ecuacién cibica,
llamada resolvente de la ecuacién cuértica, para tener

(ﬂ—b-i-y)x*n‘—(Lay——c x+—1~y’—d= (ex + 1)
4 2 4

con e y f convenientemente elegidos. La ecuacién cuértica queda, en-
tonces, de la forma:

(x2 + 24 Ly)z = (ex + f)?
2 2 '
podemos dividirla en dos ecuaciones cuadriticas

x2+—;—x+—;—y=ez+f ; x2+%x+—;—y=—ex——f,

las que resueltas separadamente, nos dan las cuatro raices bhuscadas.
La solucién se simplifica si la resolvente [7] tiene una raiz expresable
racionalmente en funcién de a, b, ¢, d. En ese caso puede elegirse esta
raiz para y, vy las rafces de la ecuacién cudrtica pueden expresarse por
medio de radicales cuadrdticos. Pero en general, la expresién de las
rafces tendré radicales cuadrdticos y cibicos.

Ejemplo 1. Apliquemos este método a la ecvacién
#+4z—1=0.

En este caso serin
e=0;b=0;c=4;d=—1

y la resolvente cibica correspondiente serd:
y¥+4y—16 =0,
que tiene una rafz racional 2. Haciendo ¥ = 2, la expresién (3) queda:
22" —42x42 = (\/TZ_:I:——'\/_‘;)2
y se llega a la soluci6én resolviendo las dos ecuaciones cuadriticas
2 +1 =‘\/-2_J:—\/?; 241 =-—V?:5+V_2_.
Las cuatro rafces de la ecuacién propuesta son:
1xiVVs+1 —1+Vys—1
V2 ’ Ve '
Ejemplo 2. Como segundo ejemplo tomamos el siguiente problema geométrico: Por

un punto P sobre la bisectriz del 4ngulo formado por 2 rectas perpendiculares 0X y OY
trazar una recta de modo que el segmento QR entre OX y OY tenga una longitud dada.
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Considerando OX y OY como ejes coordenados, sean (—a; a) las coordenadas de P.

Llamemos 0Q = z y OR = y. La ecuacién de la recta que determina en OX la abscisa x
y en OY la ordenada y es:

X Y
¥ 4+ —=1
R z y
L La condicién de que esta recta pase por el punto P (a; a)
nos da una relacién entre z e y:
o ¢ X a a
—+—=1
z Yy

Por otra parte, si ! es la longitud dada de QR, la segunda relacién:
4y =P
nos la suministra el teorema de Pitdgoras. Sustituyendo en ests dltima ecuacién el valor

azx
y= s
z—a

que resulta de la primera relacién, tenemos que determinar z de la ecuacién
a®z?
(z —a)*

2t —2a2  + (2a* — )22 4+ 2altx —a*l? = 0.

= ]2

2 4

El problema queda asf reducido a la resolucién de esta ecuacién cudrtica. Su re-

solvente cdbica es:

F+ @ —2a)y —datl =y —20) (@ + Iy + 2021 =0,

tiene una rafz y = 2 a?, y con este valor de y, la expresién (3) queda:
@+B22—2e@+B)zr+a+2=[\VE+a(z—a)].
Nuestra ecuacién de cuatro grado puede ahora dividirse en dos ecuaciones cuadréiticas
= Vetatc—a),

P —ar 4+ a* =

2 —ar+a = —\/l2+a?(x—a),

0 sea:
x2-—(Vl“+a2+a)x+a(a +Vlz+a2) =0,
xz+(\/l’+a2—a)x+a(a—\/lz+az) =0.

Las mismas ecuaciones determinan las abscisas de los puntos de interseccién de dos

2 1 e o \2
(_____~/l++) by —ay = (i’_t__)

2 2
\/l2+a,'~’+a)2

2 2 e 2
(,+____W+M‘)+(y~a),=( :

2

cfrculos
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con la recta y = 0. En consecuencia, se desprende de allf la siguiente construccién: Por
P se trazan dos rectas PM y PN paralelas a OY y OX respectivamente, de modo que
ON = PN =a. En MP sc toma el segmento PL =l y, tomando N como centro, se
describe un cfreculo de radio NL, que corta a PN en S y T. Con PS y PT co-
mo didmetros se describen circulos que

cortan a OX en @, Q' y Q" respectiva- b g

mente. Las rectas pedidas se obtienen L

uniendo P’ con @, @', Q" y Q'”, de mo-
do que ¢l problema puede tener cuatro

soluciones; como mfnimo tendrd dos. R
Los puntos Q" y Q'” existen siempre,
pero @ y Q' pueden no existir. Esto dl- 2

timo sucede si el cfrculo de didmetro 7 A KA

PS8 no corta al eje OX, es decir, ¢ \//\ 2

Ve —a 7 L L
Ee— <a,

o sea si

I < 8ad.

R
Problemas

Resolver las siguientes ecuaciones cudrticas:

1.2¢—82*—42+3 =0. 2. —422+x+2 =0.

3.at42*—522+2=0. 4. 22+ 582 —~822— 17z —6 = 0.

5.2¢4—3z24+6xz—2=0. 6. 2 —zrt—22x—1=0.

7.0 +32°—222—10z—12 = 0. 8.2 +5x*+22—132z+6 =0,

9. 2t +222+2z2z+2=0. 10. ¢+ 522+ 22+ 8 =0.

11. 228+ 22 +22°—32—2 =0, 12. 2 -2+ 52+ 52 4+ 12 = 0.

13. Demostrar que una ecuacién reciproca
4 prPtar*+pr+1=0
puede resolverse por medio de radicales cuadréticos.
14. Demostrar que z = 2 cos (21—;-) satisface la ecuacién
2t —3—4z2x'+42x4+1 =0,
{Cudles son las otras rafces de esta ecuacién?

15. Resolver la ecuacién
@ +2) +22]* =82 (z 4+ 2)

SucGEsTIGN: Higase z + 1 = y.



CAPITULO VI

SEPARACION DE RAICES

1. Objeto de este capitulo. — En éste y en los dos capitulos si-
guientes trataremos con ecuaciones cuyos coeficientes son ndmeros:
dados. Tales ecuaciones se llaman numéricas para distinguirlas de las
literales, cuyos coeficientes son letras capaces de representar cualquier
nimero. Los métodos directos para la resolucién de ecuaciones cibicas.
y cuérticas fueron tratados en el capitulo precedente. No se dispone de
talas métodos directos para ecuaciones de grados mayores, pero existen
procedimientos indirectos para el cémputo de raices de las ecuaciones
numéricas que son igualmente aplicables a ecuaciones de cualquier
grado. A menudo estos métodos indirectos son bastante mis ventajosos
aun en el caso de ecuaciones cibicas y cudrticas, y su exposicién cons-
tituye un capitulo muy importante del dlgebra.

En lo que sigue consideraremos tinicamente ecuaciones con coefi-
cientes reales y concentraremos nuestra atencién en las raices realas.
Con respecto a las raices reales, el problema es separarlas o aislarlas.
Una raiz real se afsla si se determina un intervalo que contiene a ésta
y no a otras rafces. Las rafces reales quedarin separadas si cada una de
ellas estd inclufda en uno de dichos intervalos. Asi por ejemplo, las
rafces de la ecuacién

#4222 —22—1=0,

son todas reales y ubicadas en los siguientes intervalos, cada uno de los
cuales contiene una rafz: (— 2; — 1), (— 1;0), (1;2). Las rafces estén,
por lo tanto, separadas. Evidentemente la separacién de las rafces reales
requiere, en primer lugar, la solucién de la siguiente cuestién funda--
mental: ;Cuintas rajces reales tiene una ecuacién propuesta? A su vez,
esta pregunta quedari contestada si encontramos la solucién de un
problema més general: ;Cudntas raices reales de una ecuacién dada
estdn contenidas entre dos nimeros dados? Trataremos principalmente
estos problemas en este capitulo y el siguiente.

2. Signo de un polinomio para valores pequefios y grandes de:
la variable. — Considérese un polinomio

f@ =cactc 2+ ... + cazm,
112
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con coeficientes reales, y sup6ngase que z toma valores reales. Por sim-
plicidad escribiremos: |z | = r. Entonces
[f@ | slalr+lalr+ ...+ [ca|r,
y por consiguiente:
[f@ | sctr+r24+ ... +m),
si'endo ¢ el mayor de los nimeros
feal, lezl, .-, lenl.
Supuesto que r < 1, tenemos

r —rrtl T

r+r 4+ = < ,

1—r 1—r

y asf
BACIRIES

cr
’

1

siempre que r < 1. Por otra parte, siendo ¢ un nimero positivo dado,

la desigualdad
cr

<e
1 —r !
queda satisfecha si
€
r < <1
c+ ¢
Por lo tanto
If (@) ] <e,
siempre que
&
jzl < .
C+ ¢

En otras palabras, podemos establecer el siguiente resultado: El valor
numérico del polinomio

az +cxt+ ... +cp2,

ser4 menor que cualquier ntimero positivo ¢ dado, para valores sufi-
cientemente pequefios de z. Es suficiente tomar

donde ¢ es el mayor de los niimeros

Icll ’ Iczly"';lc’ll'
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Esta proposicién conduce a las siguientes conclusiones:
1. Para z suficientemente pequefio en valor absoluto, el signo del
polinomio
o(x) =k + krz + ... + kpan,

es el mismo que el de ko siempre que ko »= 0. Podemos escribir

6@ =ki +1z+ ... +crzm

donde
c,~=k" ; t=1,2 ... 7.
ko ~

Ahors, para z suficientemente pzaqueifio
axr + e+ ... J e,

. . ) 1
ser4 numéricamente menor que cualquier nimero dado, digamos P
Entonces, para tal z pequefio

14 eax 2+ ...+ cpan,
serdé mayor que ry y por lo tanto positivo, y entonces ¢ (z) tendrs
el mismo signo que k..

2. 81 los coeficientes a, b, ¢, . .. no son todos nulos, el signo del poli-
nomio

ax™ + bxr + cx? + ...

dispuesto segiin las potencias crecientes de z serd, para z suficiente-
mente pequeiio, el mismo que el signo de su término de menor grado
az™. En efecto:

az™ + baxr +cxr+ ... =ax"‘(1+£x”—f'"+—c—x1'—"' + “),
a a

y por la conclusién 1:

1+E-x”“"'+i:v?—"”+...
a a

serd positivo para un z suficientemente pequefio. Asi, por ejemplo:

— 22% + 3 25— 100 z8.

para z pequefio serd negativo o positivo seglin que x sea positivo o ne-
gativo.

3. El signo del polinomio

Gz +azvt + ... + a,,
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dispuesto segin las potencias decrecientes de z, es el mismo que elde
su término principal a.z” para valores de r suficientemente grandes.
En efecto:

a a
azt + a1zm '+ ... +a, = aoa:"(l e I -t-—"x"‘),
Qo Qo

y para z suficientemente grande (o z~' suficientemente pequeio).

an

1—}-&2:“ + ... +
Ay Qn

zr " s

es positivo. Luego, para z grande

— 3 z* + 100 z* + 1000 z — 100.000,

serd negativo, mientras

z8 — 1000 z* + 20.000 z* — 1.000.000 ,

serd positivo o negativo segin ques x sea positivo o negativo.

3. Teorema. — Si un polinomio real f (x) toma valores f(a) y f(b)
de signos opuestos parax = ayx = b, as{ por ejemplo:f (a) < 0,f(b) > 0,
entonces hay por lo menos una raiz de la ecuacién f (z) = 0 en el intervalo
(a; ).

DemostrACI6ON: Desde cierto punto de vista el teorema es intuitivo,
pues si los puntos de la curva y = f(z) correspondientes a z =a y
2z = b estdn en semiplanos opuestos respecto al eje OX, entonces la
curva, siendo continua, debe cortar a OX en algin punto entre z = a
yz=5»

% Un razonamiento més riguroso es el siguiente: En primer lugar,
sin restringir su generalidad, puede suponerse que a y b son enteros;
pues de otra manera, bastaria hacer una transformacién lineal de la
variable:

z=a+ b —a)t.

Entonces, f(z) se transformari en otro polinomio real ¢ (z), y:
¢ (0) = f(a), ¢ (1) = f(b) serdn nimeros de signos opuestos. Si, por
lo tanto, es cierto que ¢ () = O tiene una raiz entre 0 y 1, se seguird
inmediatamente que la ecuacién original f () = 0 tiene una rafz entre
entre a y b. Luego no restringe la generalidad suponer que a y b sean
enteros. Entonces, entre los valores

fl@ , fe+D, ..., 5,
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de los cuales el primero es negativo y el dltimo. positivo, habrd un lti-
mo término no positivo, digamos f (co), tal gue

J(o) =0 ; f(eo+1) >0.

En cago de que f(¢co) = 0 la ecuacién tiene una raiz entera co entre
a y b y nada queda por demostrar. De lo contrario, dividase el intervalo
{co; o + 1) en 10 partes iguales y considérense los niimeros

O f(cu+—11(—)—) : f(00+-1%);--~ et 1),

de los cuales el primaro es negativo y el dltimo positivo. Entre ellos
estard el dltimo no positivo; sea:

f(wﬁ-%) ; 056 9.

tal que

Si
C1
co+—)=0
f( 0 10) ’
1a ecuacién f(z) = 0 tiene una raiz racional (co + %) entreay by

no queda nada por demostrar. En caso contrario, dividase el intervalo
-entero
c ¢ 1
¢ 1 = y ¢o + L ,
10 10

en diez partes iguales y considérense los ndmeros

al . S EE T W atl
f(c°+10) ’f(c"drw"Lloz)"“’f(c“Jr 10 )’

entre los cuales se encontrari el dltimo

que no es positivo. Si
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se habrd determinado una raiz racional
1 Cs
o+ —+ —

"0 T e

entre a y b. En caso contrario dividase nuevamente el intervalo entre

C1 Cz 1 c:+1
€+ —+ — ¢+ —+ )
T T1e Y T 1o 107

en diez partes iguales y contindese como anteriormente. El proceso ter-
minard si la ecuacién tiene una raiz racional de la forma

ot 24 2
10 ' 107 10~

representada por una fraccién decimal finita entre a y b y de lo contrario
puede continuarse indefinidamente, determinindose un decimal de infi-
nitas cifras

E=cot — o 2
10 102

Por la forma en que se obtuvo este decimasl es evidente que haciendo

Em=60+_cl—~+ Ce +...+ Cm f
10 102 10~
1 Cy Cm+1
w=Cot o —— ..
K TR T 10~
tendremos
F(Em) <0 ;5 f(um) >0,
para m = 1,2,3, ... Por otra parte, por la férmula de Taylor

T = (B) 4 (En—B) F (B) F
+ <sm—e>2f1—(§)—+ En—tp O 4 o,

1.2.3
FOm) =S8 + (im — B F () + (1m — a>2i';%)—+ >0,
y luego
£ ® <<&—&".>f'<e>—(e—em>2-fT(§—)+ 1]
SO > (=) (B — (& —amp I 4 (2]

1.2
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Pero, de acuerdo con el resultado establecido en el Pirrafo 2, el polinomio
en h
14
)
ki’ (&) ~h21~(——+
d 1.2 ’
serd numéricamente menor que un ndmero positivo ¢ dado, siempre que

¢l valor absoluto de h sea menor que un cierto niimero 3 que puede ser
calculado al conocerse el valor de s. Considerando que las diferencias

(§ —&mw v (5§ —1nm) son numéricamente menores que y tomando

10~

< 5 el segundo miembro de las

m tan grande como para hacer

desigualdades [1] y [2] ser4d numéricamente menor que s, es decir, mayor
que — ¢ y menor que e.
En consecuencia:

f& <e y (O >—c¢,

por més pequefio que se tome s, lo que implica f(§) = 0. Asi, queda
demostrado que el ntimero

E=co+ 214 2 4,
10 102

que ciertamente pertenece al intervalo (a;b) es una raiz de la ecuacién
f( =o.

Téngase en cuenta que esta demostracién da también el procedimiento
para computar aproximadamente, y con cualquier grado de aproxima-
cién, la rajz cuya existencia queda establecida v.

El teorema que se acaba de demostrar es solamente un caso particular
de uno m4s general concerniente a las funciones continuas: 87 una fun-
cié6n continua en un intervalo a < x < b toma valores de signos opuestos
en sus extremos, se anula en algin punto interior del intervalo. Nos refe-
riremos ocagionalmente a esta propiedad general de las funciones con-
tinuas, cuya demostracién es muy similar a la desarrollada para los
polinomios.

4. Corolarios. — Entre las consecuencias inmediatas del teorema
del Pirrafo 3 estdn las siguientes:
1. Una ecuacién real
f(z) = aga2n¥tl - aqya? + ... + Oz2n4+1 = 0,

de grado impar, tiene por lo menos una rafz real. Esto es evidente en
el caso en que azn+1 = 0; pues entonces x = 0 es una rafz. Cuando
@3n+1 Do es nulo, serd positivo o negativo. Ahora, sin restringir la genera-
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lidad, el coeficiente a, puede suponerse positivo. Entonces, para valores
suficientemente grandes ¢ (P4irrafo 2, conclusién 3) f(c) serd positivo
vy f(—c¢) negativo. Suponiendo az.+1 < 0 tenemos:

JO) <0 ; f(c) >0,
y hay una rafz positiva de la ecuacién f(z) = 0. Si a3 n41 > 0, entonces:
f(—=¢) <0 ;5 f(0) >0,

y en este caso la ecuacién tiene una raiz negativa.

2. Una ecuacién

f(x) = @ + @y 2271 4 .. + azy = 0,

de grado -par, en la que el coeficiente principal a, y el término indepen-
diente a,, tienen signos opuestos, tiene por lo menos dos rafces reales,
una positiva y otra negativa. Suponiendo a¢ > 0 y ¢ suficientemente
grande, f(¢) y f (— ¢) serdn ambos positivos; entonces, desde que

f(—e¢)>0 ; f(0) <0 ; f(c) >0.

cada uno de los intervalos (— ¢; 0) y (0;c¢) contiene por lo menos una
raiz de la ecuacién f (z) = 0.

3. Un polinomio real sin raices reales en un intervalo ¢ < x < b con-
serva un signo constante en el mismo, es decir, f (z) es positivo o nega-
tivo cualquiera sea el valor de z que se tome en el intervalo (a; b). Sean
2’ y z'’ dos valores cualesquiera tomados en (a;b). Entonces, ni f (z')
ni f(z’') son nulos, desde que el intervalo no contiene raices de f ()
y por lo tanto f(z')y f(2’) no pueden tener signos opuestos, pues de
otra manera f (z) tendria una raiz entre =’ y z'’ y perteneceria alinter-
valo (a;b) lo que es contrario a la hipétesis.

4. El nimero de raices de f (r) = 0 entre a y b, contadas de acwerdo
a su multiplicidad, es impar o par, de acuerdo a que f () y f (b) tengan
signos opuestos o iguales. Sean ¢, d, .. ., [, distintas raices, de f (z) entre
ayb yy, 3, ..., 4 sus 6rdenes de multiplicidad. Entonces:

J@=@—-r@@—d. .. (z—Dre(),

y ¢ (z) no tiene raices entre a y b. Sut}tuyendo twdyren y hor
ciendo el cociente, tenemos:

R = L O
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Ahora, por el corolario 3, el cociente

¢ (b)
¢(a)
es positivo, mientras que
b—c  b—d b=l
a—c¢ a—d T a—1"
son nimeros negativos. El signo de —f—((g- es el mismo que el de

(_ 1)7+B+...+K

luego, v + 3 + ... 4 A —numero de rafces de f (z) en (a;b) contadas
de acuerdo a su multiplicidad — es impar si f (b) y f (a) tienen signos
opuestos, y par si f(b) y f (a) tienen el mismo signo.

5. Ejemplos. — Antes de considerar los ejemplos que tratan de ilus-
trar el uso de los resultados establecidos hasta aqui, es conveniente
introducir ciertos simbolos y explicar su significado. Cuando escribimos
J(+ =) =4+ « 6 f(+ =) = — » queremos decir que para todos los
valores positivos de z suficientemente grandes, el polinomio f (x) con-
serva el signo -+ 6 — y toma, en valor absoluto, valores mayores que
cualquier nimero positivo dado. En la misma forma, los simbolos
J(—o) =4 o 6 f(— =) = — = sigaifican que para cualquier x
negativo, suficientemente grande en valor absoluto, j(z) conserva el
signo 4+ 6 —, sobrepasando numéricamente cualquier nimero positivo
prefijado.

Ejemplo 1. Considérese la ecuacién
J@ =—1(z—38)(z—58)E—7+r(z—2)z—1)(z—6) =0

donde A es un némero real arbitrario. Al sustituir en f (z) respectivamente — «; 2; 4;
6; 4+ « tenemos

Valores: f(— ) f(2) f4) f(6) f(=)
Signos: + - + - . +
De esto conclufmos que la ecuacién propuesta ticne rafces en cada uno de los intervalos

(—®;2) (2;4) (4;6) (6; + =).

Como el grado de esta ecuacién es 4, todas sus rafces son reales y simples. Llaméndolas
¢, d, e, f vemos que

—o<e<2<d<4<e<bH<Cf <+ =,
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En otras palabras, las rafces de las ecuaciones
@) =0y (z—2)(z—4)(zx~6)=0

se giguen en un orden alternado o se separan mutuamente. En general, 8i dos ecuaciones
tienen todas sus rafces reales y simples y estdn ubicadas de tal modo que entre dos con-
secutivas de una hay justamente una rafz de la otra, decimos que lasrafces de una separan
las de la otra. Evidentemente, en ese caso, los grados de las ecuaciones son iguales o bien
difieren en una unidad.

Ejemplo 2. Considérese una ecuacién de la forma

A B c
F(z) = + + —P =0,
z—a z—b zT—¢

ca la cual 4, B, C son ndmeros positivos; a < b < ¢; y P es un nimero cualquiera dis-
tinto de cero. Escribiendo

g(x) = (z—a)(z—b)(z—¢)

/@

F(z) =
e

es obvio que las raices de la ecuaci6n en la forma original y las je f (z) = 0 son las mis-
mas. Ahora, en F (r) hégase la sustitucién z = a — ¢; = a + ¢; los resultados son

A B C
F(a—¢)=—_+ + —P;
e a—b—z¢ a—c—z¢e
Fa+e) = 4 + B + ¢ P
ere= P a—bed, a—c+ s )

Si ¢ es positivo y muy pequefio, los términos

sobrepasan a los otros en las expresiones precedentes y por 1o tanto F (8 — ) < 0;
F (a + 3) > 0 para un e positivo pequefio. Del mismo modo encontramos que:

Fb—e) <0, F(c—e <O,
F(b+e)>0, F(c+e >0,

para ¢ positivo y pequefio; en otras palabras:

fla—1o FB—e fle—o
—_—<; — <0 ; — <o
ga—9 0 Go—a Y =9 <
fato o J0+0 oSG+ o

gla+ ¢ g(b+ ) gle+ 19
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para & pequefio y positivo. Los signos de g (a — ), g (a + @), etc. son los siguientes:

gla—e) gla+e) gb—e gbh+e g—e g+
i + - — . +

y oconsecuentemente los de: f(a — e), f(a + ¢), etc., son:

fe—o f@+o fb—e fOG+o fle—e S+
+ + - - + +

Adn m4s, desde que:
F{(—w®) =F(+ »)=—P,

el signo de f (+ «) es negativo, en el caso de P positivo, y el signo de f (— «) es nega-
tivo en el caso de P negativo. Luego, para P > 0

los signos de fla+e) fh—e fO+e fl—e flt+e [+
son + — — + ¥ _

mientras que para P <0

los signos de J(—=) fla—e¢ f@a+e fb—e fO+a [flc—0
son — + + - - +

En el primer caso hay una rafz en cada uno de los intervaius
(@;0) ; B50) ;5 (c; + =)
y en el segundo caso, en cada uno de los intervalos
(— »;a) 5 (a;0) 5 (b5¢).
Las rafces de la ecuacién propuesta son, por lo tanto, reales, simples y separan a a, b, ¢.

Problemas

Verifiquese que las siguientes ecuaciones tienen rafces en los intervalos indicados

1. 22—72+4+7 =0. Raices en (—4; —3); (1; i;—), (—Z—;Z).

8 8
2. 28 —32z2—4zx 4+ 13 =0. Rafces en (l; 3), (—3—73) ; (—38;,—2).

2
4. 20 +42°—322—6z+ 2 =0. Rafcesen (—3; —4); (—2;0);(0;1); (1;2).

7
3.24—62°+ 524 14z —4 = 0. Rafces en (— 2; — 1}; (0; 1); (3; —2-), (-—7—, 4).'

5. 574+ 1628 —922— 12z 4+ 2 = 0. Tres rafces en (—1;0) ; (0; —;—), (%—, 1).

Afglese la ouarta rafz.

6. Demuéstrese que para todo valor real de A la ecuacién
—2)@—5@E—NE—9+r(z—3)(x—6)(z—8) (zx—10)'=0,

tiene todas las rafces reales y simples y sepéreselas.
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/. Resuélvase el Problema 6 para
z(@Z2—1D)(z—2)4+22z+1)Bz—2)(2z—3) =0.

*8. Sian<bhh<a:<b:<... <ap—) <byp—1 <@, y A es un n@imero real, de-
muéstrese que las rafces de:

(z—a)(z—a) ... (x—ap) +A(z—b)(z—Db) ... (x—by—1) =0,
son reales y simples. Sepdreselas.

*9. Siay<bhy<a<b:<... <@y <bp,y A es real, jcudl es la naturaleza de las
rafces de la ecuacién

(z—a)(xz—a) ... —ap) +A{z—b)(x—0b) ... (x—0b,) =07
Indfquense intervalos que contengan s6lo una rafz.

10. Demuéstrese que las rafces de la ecuacién

1 _*_2+ 1 " 3
z+1 z z+2 r+3

—10 =0

son reales y simples y sepdreselas.

* 11, Demostrar en general que las ralces de la ecuacién

A, Az 4 Ay

zr—a T —a z—an,

—P =0

son reales y simples si A, > 0; A; > 0; ...; Ap > 0. Ind{quense los intervalos que con-
tengan cada uno sélo una rafz.

6. Una identidad y un lema importantes. — Sean zj, 2, ..., Ty
las rafces de un polinomio

f(z) = az® + a1z + ... + @,

y sea
fl@ =a@ —x)(x —z) ... (2 —2zn),

su faetoreo. Reemplazando aqui z por z + h, podemos presentar f (z +h)
asf:

Je+h =a@+r—2)@+h—2)...(x +h—2z4) =

=ao(z—m) (x—22) ...

(2 — za) (1 +L) (1 +_h-)...(1+—h—),
r—x T — X2 X ——Zp
© bien

f@+h =f(x)(1+__’L_)(1 +-_1’_) (1 +_"—-—).

Tr— I r— X2 T — Ts
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El producto

(=)0 (=)
T— T— X2 T — Tqn

puede ser desarrollado en potencias crecientes de h, y los primeros dos
términos de ese desarrollo son

1
1+h( 1 1 +...+——).

r—o T — X2 X — 2Ty
Luego:
f@+h) =f(@) +h[

(@ @ L @ ]+

T—x T — T2 T — Tn

Por otra parte, por la férmula de Taylor:
f@+h) =@ +1 @+ ...

asi que, comparando los coeficientes de 2 en ambas expresiones, obte-
nemos una importante identidad:

x z z
= d@ @ L @
T—n T — T r —Za
que también puede ser escrita asi:
"(z 1 1 1
I @ = + + ..+ —.
f(x) z—x T — o L — Zn
Las rafces de zi, 23, 73, . . ., 2, no necesitan ser todas diferentes; sean
las distintas entre ellas @, b, ...,y sean «, 8, ..., X sus multiplicidades.

Entonces la ideatidad que acaba de deducirse puede presentarse enla
forma

@ o« 8 x
f(z) _:c—a+x—b ot x—1

Escribiendo

J@ = (x—a)eg (),

el polinomio g (z) tiene raices b, ¢, ..., 7 de multiplicidades B, Yy ooy Al
Luego, aplicando la misma identidad a ¢ (z) tenemos
14
A
9@ _ 8 - x ’
g (z) z—b xz—1
y asf

@ _ @

@ - ¢@ -
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De ahora en adelante, supondremos que f (x) tiene coeficientes reales;
supondremos también que o es una rafz real. Entonces, ¢ (z) serd un
polinomio real y g (a) #0. Sustituyendo en [1]: z=a—c¢yz=a+ ¢
tenemos

fla—e _ 2, 9gk@=¢ . f@+te L A SO
fla—¢) e gle—e)  fla+e e gla+e

Ahora, si ¢ es positivo y pequefio, los términos

serdp nilimeros negativos y positivos que en valor absoluto. sobrepasa-
ran al de:

g'(@a—¢ y g’ (a + ¢)

g(a— e gla+ e
que para ¢ pequefio son casi iguales a la cantidad finita
g’ (a)
g (a)

Por lo tanto, para ¢ pequefio y positivo, el cociente

fa—¢

fa—¢)
serd negativo y

' (a+ ¢

fla+ 9

serd positivo, y ambas expresiones serdn grandes en valor absoluto. Es
ésta una importante propiedad que estableceremos como lema. Cuando
x.crece y pasa por una rafz real de f (x), el cociente

I’ (x)
[ (x)

al convertirse en infinito, cambia de signo de — a + o pasa de — = «

T -

7. El teorema de Rolle. — Sera facil ahora demostrar un teorema
importante conocido como teorema de Rolle. Entre dos rafces (reales)
consecutivas a y b de un polinomio f (z) hay por lo menos una, y siempre,
un numero impar de rafces de su dertvada ' (z).
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DEmosTRACION: Desde que a y b son dos rafces consecutivas de f (z),
en el intervalo a + ¢ s <b — ¢ el signo de f (z) no puede cambiar,
asl que

fl@t+e) y Fb—9),
serfn nimeros del mismo signo. Pero si ¢ es pequeiio y positivo

Slated o, JO—9

fla+ ¢ S —¢)
por el lema del Pérrafo 6; en consecuencia:
filat+eo v ffo—9),

son de signos opuestos y entre a y b debe haber por lo menos una raiz
de la derivada f’ (z) (Péirrafo 4, Corolario 4). De cualquier forma, el
nimero de raices, contada cada una de acuerdo a su multiplicidad, serd
impar.

Corovrario: Entre dos rafces consecutivas ¢ y d de-la derivada f' (x)
existe a lo sumo una rafz de f (). En primer lugar, tal raiz debe ser sim-
ple. Supéngase que haya dos rafces « y 8 de la ecuacién f (x) = 0 entre
¢y d, de manera que ¢ < « < § < d. Entonces, por el teorema de Rolle,
la derivada f’ (z) tendria por lo menos unarafzentre e y 8, y ¢ y d no
serfan dos raices consecutivas de f’ (z). Similarmente, si f es la menor
de las rafces de f’ (z) y g la mayor, cada uno de los intervalos (— = ;)
¥ (g; + ») puede contener sélo una rafz de f(z) ea su interior. Es
evidente que entre ¢ y d no habr4d ninguna raiz de f (x) si

f)fd) >0

y solamente una si

) fd) <0.

Igualmente, los intervalc, {— »;f) ¥ (¢9; + ) contienen o ninguna
o s6lo una rafz de f(z) si en sus puntos extremos los signos de f (z)
son iguales o no.

Sobre estas observaciones puede basarse un método para separar
ias raices de un polinomio, en caso de que sean simples, supuesto que las
raices de la derivada se conozcan. Sean todas las raices distintas de f/ (x)

6 < < ... L¢,.
Escribanse, uno detrds del otro, los §ignos de
Fl—==) 5 fle) 5 fleads.. 50 () 5 f(+ =). (1]

En una sucesién de signos + 6 — hay una variacién si dos con-
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secutivos son distintos, y una permanencia si son iguales. Por ejem-
plo, la sucesién

+4+——t—+—

presenta cinco variaciones y dos permanencias. Adoptada esta termi-
nologia, el nimero de rajces reales de la ecuacién f (z) = 0 es igual al
nimero de variaciones en la sucesién [1]. M4as ain, las raices estarfn
separadas y asignados intervalos, cada uno de los cuales contiene una
sola raiz.

Ejemplo 1. Separar las rafces de la ecuacién
f@)=228—52+1022—10x + 1.
Desde que
ffiz) =10(@ —223+22—1) =10 —1)*(z+ 1)

tiene dos rafces distintas 1 y — 1, considérese

J(==) 5 (=1 ;5 fQ) ; f(+ =)
y escribase la correspondiente sucesién de signos

-+ — +.

Esta presenta tres variaciones lo que indica tres rafces reales y simples, cada una en
uno de los intervalos:

(—o; =1 (=11 ; @Q; 4+ )

Ejemplo 2. ;Cu4ntas rafces reales tiene la ecuacién
f(@) =2t—4ax+b=07?

La derivada
J' @) =4(2*—a)

tiene una sols raiz real

Va

3 3__
f&Wa)=—38aya+bd
Si

3
b=3a\a 6 b =27a
3
la Gnica raiz real de la ecuacién propuesta serd la rafz mdltiple \/: . Sib > 27a4 los

signos de .
f— =) 5 f(Wa) s F(+ =)

son

++ +
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asf{ que en este caso todas las rafces son imaginarias. Finalmente, en el caso b < 27 a¢
la sucesién de signos

+ — +
indica dos rafces reales y simples, siendo la otra imaginaria. El uso de este método basado
en el teorema de Rolle para separar las rafces, es limitado, pues sélo raramente se conocen
las rafces de la derivada. La importancia de este teorema consiste en otras aplicaciones,
algunas de las cuales se considerardn enseguida.
Problemas
Separar las rafces de las siguientes ecuaciones
1.32¢—423—6224+122—1 =0. 2.3zt—22—622+3z+1=0.
3.32¢—223—6224+6x—2=0. 4. 2t —42x*+422—242—1 =0.
5.2z 4+52¢—102*—202*+40x+5 =0.
6.328—2522+60x—10 = 0. 7.2 —1023 4+ 5 =0.
8. 28 —80z +35 =0. 9. 28 —628+4 =0,
10. 528 + 2425+ 302 —202* —752*— 60z + 3 = 0.
11, ;Para qué valores de A la ecuacién
(z43)2—A(E=z—1) =0
tiene tres rafces reales?
12. ;Para qué valores de A la ecuacién
(+3)—A(z—1=0

tiene tres rafces reales?

13. Demostrar que la condicién necesaria y suficiente para que una ecuacién
2+pr+q=0
tenga tres rafces reales distintas es 4 p? 4 27¢* <O.
* 14. En una ecuacién trinomia
" +pz™+q =0

de grado impar, el exponente m puede tomarse impar. Demostrar que el ndmero de rafces
reales es uno o tres, y que hay tres raices reales y distintas sélo si

n n—m
(5 (525 e
n n—m

*15. En una ecuacién trinomia

M+ pz™ +q=0

de grado par, el exponente m puede ser impar o par y p puede ser tomado positivo si m
es impar. Entonces, habrd dos rafces reales y distintas sélo si

(=)<
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s (2

Si m es par, el ntmero de rafces realés, de acuerdo a estos dos casos es cuatro o cero.

¥ ningunsa si

* 16. Si las rafces de f (x) = 0 son reales y simples, demostrar que las raices de
J@r—=f@f @ =0,

son todas imaginarias.

* 17. Las rafces de las ecuaciones f (z) = 0y g (z) = O son reales y simples y se separan
mutuamente; es decir, entre dos rafces comsecutivas cualesquiera de una, hay juste~

mente una rafz de otra. Llamando a las rafces de g(2) = 0: 21 < T3 < ... < Ty de~
mostrar que los cocientes

Sy | S S

g@ @ T ¢ (am

son del mismo signo.

*18. En las mismas condiciones que en el problema anterior demostrar que todas
las rafces de la ecuacién

fT@g @ —f(@)g@) =0,

son imaginarias.
% 8. Otras aplicaciones del teorema de Rolle. — Sea un polmo-
mio con las rafces reales distintas
by <b: < ... <b,,

de multiplicidades 3i, Bs, ..., 85 respectivamente, de manera que en
conjunto contamos

=0+ B+ ... + B,
rafces reales. Por el teorema de Rolle, cada uno de los intervalos
(by;ba) 5 (b2;ba) ;... 5 (bs—1;b4),

contiene por lo menos una raiz de la derivada f’ (z). Desde que el ndmero
de intervalos es s — 1, tenemos no menos de s — 1 rafces distintas de
f' (). Aln més, b; serd una raiz de multiplicidad 8: — 1 de f’ (z) (en
el caso en que §; = 1 no sea rafz). Sumando tenemos, por lo tanto

BI_I+B2_‘1+ +ﬁ,—1 =7r—3,

rafces diferentes, de las numeradas antes. En conjunto, la ecuacién
J' (z) = 0 tendra, por lo menos

r—s+s—1l=r—1,

rafces reales. Luego, podemos establecer la conclusién:
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Si una ecuacién f (z) = O tiene r raices reales, el nimero de raices
reales de f' (x) = 0 es, por lo menos, r —1; 0,10 que es lo mismo, el
nimero de raices imaginarias de la derivada no es mayor que el nimero
de rafces imaginarias de f (z). En efecto, sea 2k el nimero de raices
imaginarias de f (z) y n el grado de este polinomio; entonces:

n=r<4+2%k

Andlogamente, si ' es el nimero de raices reales de f' (x) y 2k el
de las rafces imaginarias:

n—1=7r 4+2k.
Pero 7 zr — 1 y por lo tanto
n=r+2kzr 4+ 2k".

desde que 2k’ =< 2k. En particular, si todas las raices de la ecuacién
f (z) = 0 son reales, la derivada f’ () = 0 no puede tener raices imagi-
narias; esto es, todas sus raices son también reales. En este caso espe-
cial, puede decirse algo méds acerca de las raices de la derivada. Desde
que k' = 0, debemos tener ' = r — 1. Esto significa que cada uno de
los intervalos

(b1;b2) 5 (basba) ;... 5 (baz1:by),

contendrd justamente una de las raices de f’ (z), necesariamente simple,
y las otras rafces de f’' (z) serdn rajces multiples de f (x). Luego, las
rafces multiples de f’ (z) son necesariamente rajces multiples de f (z),
supuesto que este polinomio tuviera sélo rafces reales, y f’ (z) tendra
rafces simples, si f (z) tiene por lo menos dos raices distintas. Adn mi4s,
las raices de f’ (z) estan comprendidas entre la menor y la mayor raiz de
f (x). Aplicando el mismo razonamiento a f'(x), luego a f" (z), ete.,
podemos finalmente establecer el siguiente enunciado: Si todas las
rajces de una ecuacién f (z) = 0 son reales, lo mismo sucedera con las
ecuaciones

S @=0; f"@=0;f"@@=0;...

Las rafces miltiples de cada una de éstas, lo serdn tambien miiltiples
de f(z), y cada una tendrid rajces simples si no todas las rafces de
f (x) = 0 son iguales. Ninguna rafz estari fuera del intervalo entre la
mayor vy la menor rafz de f (z) = 0.

Los dos ejemplos siguientes ilustrardn las aplicaciones que pueden
hacerse de este teorema:

Ejemplo 1. Sean a < 6 dos ndmeros reales y sea

f (@) = (z—a)* (z—D)".
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La ecuacién f (z) = 0 tiene s6lo]as rafces reales a y b y smbas de multiplicidad n.
Luego, la ecuacién
n

dz"

[@—a)* (z—d"] =0,

de grado n tendrd solamente raices reales. Estas raices serdn simples, desde que ni a
ni b aparecen entre ellas y cstarén contenidas entre a y b.

.Ejemplo 2. Sea
J@=@+a)(z+a)...(z+an.
Desarrollando f (z) en potencias decrecientes de z, el coeficiente de =™ serd la suma
8, =2a;1Gz2 ... Gy,

de todos los productos de las i cantidades tomadas entre a,, as, ..., ay. El ntimero de
términos de la sumsa es

1.2...¢ i

nn—1) ... n—i+1) _ (n)

Llamando, por lo tanto, p; 8 la media aritmética de todos los productos de ¢ factores
tomados entre ay, az, . .., G, tenemos

Ny
si={ )m
1
y podemos escribir
n n—1 n n—2
fl@) =2 + . pl 4 pI" 2+ ...+ s,
2
de donde se sigue que

—1 —1
f(x)=ﬂ[z"—‘+(nl )pxr"—2+<n2 )pzx"—3+...+pn—1 ,

por aplicacién repetida de cste resultado podemos concluir que la derivada de orden s
difiere s6lo en una constaante de

4 (n—s)plz"—“‘“'-i- eoro + Pr—s.
1

Supé6ngase ahora que @y, @s, ..., @4 8on DGmeros resles distintos entre s{. Entonces,
la ecuacién

—8 n—s —_—5—1
" -+ . Pz + ...+ pp— =

tiene solamente rafces reales y no son todas iguales. Reempldcese 8 por n —k —) y
sustitlyase r = y~!; la ecuacién transformada

k+1 k+1
Pk+1y"+l+< T )pky‘-l-( 9 )pb—w"’—1+~-~+l-0
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tiene andlogamente, s6lo rafces reales y no iguales. Tomando la (k — 1)-6sima derivada:
y eliminando el factor constante, llegamos a la ecuacién

Pr+1¥ + 2pry + pp—1 =0,
con rafces reales y distintas, lo que supone la desigualdad
PE > Ph—1Dk+1,

que se cumple para k =1,2,...,n—1. En particular, si a1, a,, ..., a, son s@meros

positivos, p1, P2, ... Pn serdn positivos. Tomando & = 1, tenemos
P2 > P2
o bien
lelz <pt.

Para k = 2 tenemos

2

P2 > pips > p2'Pps

de donde
Pslfs < p21/2.
Tomando nuevamente k = 3, tenemos
P32 > p2ps > Pazh Ps
de donde
p‘1/3 < pal/"‘

y continuando de la misma forma, es fdcil verificar que, en general

SRS
pv+1 <pv.
v+1 v

Asf, establecemos la sucesién de notables desigualdades

n > lelz > pal/3 > ... > pnllnr

que se cumple para cualquier eantidad positiva aj, as, . . ., a,, supuesto que no todas som
iguales. En particular: ‘
a+a 4+ ... +ay

n

1 =

Pn=010203 ... Cy,

tal que

n

atat... +a ——
2 2>vVaa...a,,

n

y ésta es la clésica desigualdad de Cauchy, que expresa el hecho de que la media arit—
mética de nimeros positivos es mayor que la media geométrica, siempre que no todos
los ndmeros sean iguales yk.
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Problemas

* 1. Demostrar que las raices de la ecuacién

—1 — —
B A R == ) ELSSLEED

son reales, simples, y contenidas entre 0 y 1.

* 2. Si las raices de la ecuacién
Gzt oz 4 . 4a, =0

son reales, entonces
et Z a;18i41.

parat =1,2, ..., —1.
* 3. Silas rafces de la ecuacién f (z) son reales y simples, demostrar que las rafces de
la ecuacién
(n—1)f*—nff" =0,
son imaginarias. N6tese que para un valor de z arbitrario las rafces de la ecuacién en z

.f’()

SJ@ea (a1 ——" 24 =0

son reales y distintas.

* 4. Siendo las rafces de f (z) = O reales, demostrar que lo mismo es cierto con res-
pecto a las ecuaciones

of' @ +S(@) =0 ; 2f' @) +2f@) =0 ; zf(2)+3f(x) =0;

*5. Si las rafces de la ecuacién
ga®+ a2z 14 ... +a, =0
son reales, demostrar que lo mismo es cierto para la ecuacién
m+1Dragz? +nka 2"  (n— Dbgezv2 4 .. +a, =0,
donde & es un entero positivo.

* 6. Demostrar que las rafces de Ja ecuacién

n(n—1»

n—2 o+l =
W ™24 ..+ 0,

(n + l)n—-l ™+ nn Zzn—1 +
son reales.

* 7. Las rafces de la ecuacién f(z) =0 y g (z) = O son reales y simples y se separan
mutuamente. Demostrar que la misma propiedad se mantiene para f’ (z) =0 y ¢’ (z) =0.
Véase el Problema 18, Pérrafo 7.

* 8. Demostrar que las raices de la ecuacién

n

z? z
l4z4+—+...+—=0
2 n

son todas imaginarias si n es par, y todas menos una, si n es impar.
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* 9, Demostrar lo mismo para la ecuaciéon

2 zr

1+ 24+ =0
1 12 U Tig2..a

9. Un teorema de de Gua. — Consideraremos ahora una ecuacién de
de la forma

F@) =2 (@) + a0,
en la cual « es una constante :bitraria, positiva o negativa. Sea

by <ba < ... <Dy,

ralces positivas y distintas de

f(x) =0 )
v By, Be, ..., B, sus multiplicidades, de tal modo que, en conjunto,
tenemos

T=Bl+@2+...+6,,

rajces positivas. La rajz b;, en el caso en que f; > 1 serd también una
raiz de la ecuacién F (z) = 0, pero de multiplicidad 8;-— 1. Pues

f @) = (@—0)%fh(x)

(@) = (@—0b)¥ (),
de donde

F(z) = (z —b)¥ 1 [z2 (2) + a (@ —b) f1(2)],
pero '
fs(@) = zfa (@) + 2 (z —b) f (z),
para z = b; se reduce a
bif2 (bs) ,
—nimero distinto de cero—, y esto prueba que b; es una raiz de F ()
de multiplicidad 8: — 1. Asf, la ecuacién F (z) = O tiene, ciertamente
bh—148—14...+p—1=r—s

raices v ademds, tiene una raiz por lo menos en cada uno de los interva-
los

(by, bs) 5 (byy b) 5 ... 5 (ba—y, bo) .
Para demostrarlo, sea ¢ un nimero positivo pequefio. Entonces:

oL@
1@
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para z = b; + ¢ ser4 un nimero positivo grande, mientras que para
x = biy1 — ¢ serd negativo y grande numéricamente (Pirrafo 6). Se

deduce que

F (bs + ¢ >0 ; F (big1— ) <0,
f(bi+ ¢) J(biv1— )

para e suficientemente pequefio, mientras que
JOit e vy fbit1— o),
tienen el mismo signo. Por lo tanto:
Fi+e) y Fbig1— ¢).
tienen signos opuestos, y la ecuacién
F(x)=0,

tiene, por lo menos, yna raiz en el intervalo (b;; bs+1). A las r— s rajces
previamente contadas, pueden agregarse por lo menos s — 1 raices
distintas de aquéllas, de modo que, en total, la ecuacién

F)=zf () + af(x) =0,

tiene por lo menos r — 1 rafces positivas si el polinomio tiene r raf-
ces positivas, importante enunciado que se utilizard en el parrafo pré-
Ximo.

v Puede demostrarse de manera similar, que el nimero de rafces
negativas de F () = 0 no es mayor que v — 1, si ’ representa el niimero
de raices negativas de f (z) = 0. El niimero total de rafces reales de la
dltima ecuacién es

m=r<+1,

sif(0) =0y
m=r-+r4v,

si f (z) tiene el cero como raiz de multiplicidad v. En este caso es facil
verificar que F (z) es divisible por z’, de modo que el cero es raiz de
multiplicidad por lo menos igual & v para la ecuacién F (z) = 0. Desde
que el nimero de rafces positivas y negativas de esta ecuacién es, por
lo menos, r + 7 — 2, el ntimero de todas sus raices reales nunca es
menor que m — 2. En particular, si todas las raices de f (x) son reales,
la ecuacién

zf' (z) + «f(2) =0,

no puede tener méis de dos rafces imaginarias puesto que su grado no
es mayor que el de f (z). Puede verse con un ejemplo que puede tener
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rafces imaginarias atn cuando las raices de f(z) sean reales. Témese
J () = 2* —z, luego ‘

Fy=@+3)z2* —(a+ 12z,

y para ¢ = — 2
F@)y=r4+z=2*+1).

Este polinomio tiene dos rafces imaginarias. Sin embargo, todas las
raices de
zf' () + af(z) =0,

serin reales si a es positivo. Para demostrarlo, considérese el cociente

F() _ 19

O] O]
Este cociente es evidentemente positivo si f (0) <0 y ¢ es suficiente-
mente pequefio. Por otra parte, en el caso de f(0) =0

VO]

(e’

-8 positivo para ¢ positivo y pequefio. Luego, para ¢ positivo y- pequeiio,
el cociente

+ a.

F(¢)
f(e

es positivo, mientras que el cociente
F (b1 - s)

Fbi—e)
es negativo. Desde que f(¢) ¥ f (b1 — ¢) tienen el mismo signo, F (e)
y F (by — &) tienen signos opuestos y hay por lo menos una rafz de
F (z) entre 0 y by. Asi, si 7 es el grado de f (z), la ecuacién F (x) = 0 tie-

ne, por lo menos, n — 1 rafces reales, de modo que todas sus raices
son reales y.

)

’

Problemas.

* 1. Siendo las rafces de f (z) = 0 reales, demostrar que lo mismo es cierto para la
ecuacién
zf (z) +af(z) =0

no 86lo para a positivo sino para « < — 5, donde n es el grado de f (z).
* 2. Siendo las rafces de f () = O reales, demostrar que lo mismo es cierto de la ecua-
€ién
f@ Fexf @ +22f" (@) =0
6icz 3.
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*3.Bea g(z) = (z + w) (z + «) ... (z + an) un polinomio con rafoes reales y nega-
tivas. Siendo las rafces de
f@) =azt+azV 14 .. 4ay =0,
reales, demostrar que lo mismo se cumple para
Gogn) +agn—1z""14+ ... +g0)a, =0,
* 4. Para un ) real arbitrario, la ecuacién
A@+S @) =0,
no tiene mAs rafces imaginarias que f (z) = 0.
* 5. Demostrar que lo mismo es cierto para la ecuacién
af (z) + bf (z) +cf’ (z) =0,

st las rafces de
a4+ bz +c=0

son reales.

* 6. Los polinomios de Hermite H, (z) se definen por

Demostrar que
Hop1(x) = Hy' (2) — 22 Hy (2),

¥ luego deducir que las rafces de Hy, (z) son reales y simples. Demostrarlo por induccién.

10. Regla de los signos de Descartes. — En una sucesién de niimeros
Qg , A1, ..., 0y,
ninguno de los cuales es nulo, dos términos consecutivos
ai-1 Y ai,
pueden tener el mismo o distinto signo. En el primer caso decimos que

los términos a;—,, a; presentan una permanencia de signos y en el segundo
caso una variacién de signos. Por ejemplo, en la sucesién

-2, —38,4,4,—1,7,7,7,—5,—4,1
hay cinco variaciones y cinco permanencias. Si algunos de los términos

de la sucesién son ceros, simplemente no se los tiene en cuenta al contar
el nimero de permanerncias y variaciones. Asf, en la sucesién

1,0,0,—1,—1,0,0,0,2,3, —1,0,0

hay tres variaciones y dos permanencias. Adoptada esta terminologia
podemos enunciar el siguiente teorema cldsico, conocido como
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Regla de los signos de Descartes: El nimero de rafces reales positivas de
una ecuacién con coefictentes reales

f@ =az +az14 ... +a, =0,

nunca es mayor que el nimero de variaciones en la sucesion de sus coefi~
cientes

QAQo,q1, ... ,0qn,

¥y, St es menor, siempre lo es en un niumero par.

DEMOSTRACION: Llamemos V al nimero de variaciones y r al ndmero
de rafces positivas, cada una contada de acuerdo a su orden de multi-
plicidad. Queremos demostrar que

V=r+2h,
siendo k un entero no negativo. El teorema es evidente en el caso V = 0,
pues si todos los coeficientes que no son nulos son del mismo signo,
la ecuacién no tiene rafces positivas, asi que r = 0. Suponiendo que el
teorema sea cierto para V — 1 variaciones, demostraremos que es verdad
en el caso de V variaciones, y esto es suficiente para concluir, por in-
ducecién, la generalidad del teorema.

Sean a, y ag 8> a, dos coeficientes de signos opuestos, siendo los
coeficientes intermedios (si los hay) ceros. El ndmero de variaciones V
se compone de tres partes: el nimero de variaciones v; en la seccién

@y, 01 ..., 0q,
una variacién en la
Gy --. 508,
y el mimero de variaciones v; en la seccién
agy - - -, Gn,
tal que
V=on+v+1.
Considérese ahora una nueva ecuacién
F(z) =zf () —*f(2) =0,
cuyos coeficientes son
n—2Na ; —1—Na;...;n—a—Nag;...
(n—B—Napg;...; —Xaa,
y eljase A tal que
n—a—i>0 ; n—08—-A<0,
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o sea
n—p<A<<n—aqa,

lo que es posible desde que B > 2. Teniendo en cuenta que los factores

n—A; n—1—2%;...;n—a—A],

son positivos, mientras que los factores

n—B—A ; n—B—1—2A;...;n—n—A= —1],
son negativos, en las secciones
n—-Na;...; (n —a—2nNa,
y
(n—a_)‘)aﬁ;--- ;_)\au,

contamos, respectivamente, v1 y vy variaciones, pero en la seccién

(m—a—Nae;... ;(n—8—12%)ay,

no hay variaciones, desde que los términos extremos son los dos del
mismo signo y los intermedios son cero. Asf, en la ecuacién

F@) =af @) —2/(@) =0,

€l ntimero de variaciones es v, + v. = V — 1. Por el teorema de de Gua
(P4rrafo 9) el niimero de rafces positivas de esta ecuacién no es menor
que r — 1. Suponiendo que el teorema es cierto en el caso de V — 1
variaciones, tenemos:
r—1 sV —1
de donde
rsV.

Resta por demostrar que la diferencia V — r es un ndmero par. Ep
1a sucesién
Ao , Gy ..., Gn,

ses a, el dltimo término que es distinto de cero. Entonces, si V es par,
a,y agtienen el mismo signo, y si V es impar, signos opuestos. El poli-
nomio

f(x) = az*+ ... + a,z7,

para valores positivos pequefios, tiene el signo de a,, y para valores
positivos grandes, el de ao. Luego, si ao y ¢, tienen el mismo signo, el
ntimero de rafces positivas es par, lo mismo que ¥; y si 6o y a, tienen sig-
nos opuestos, el nimero de tales raices es impar, igual que V. Asf,ry V
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son ambos pares o impares, y su diferencia V — r es un nimero par, que
era lo que faltaba demostrar.

Cambiando z por — z en la ecuacién f () = 0 obtenemos otra ecua-
cién f (—z) = 0 que evidentemente tiene tantas rafces positivas, como
negativas tiene la ecuacién dada. Luego, si #’ es el nlimero de raices nega-
tivas de la ecuacién propuesta, y V’ el nimero de variaciones corres—
pondientes a f (— z), entonces:

Vi=r 42K,

donde k' es un entero no negativo.

La regla de los signos indica el nimero exacto de rafees en dos casos:
V=0y V = 1. En el primer caso, evidentemente r = 0; y en el se-
gundo, la relacién

r+2h=1,

con h entero no negativo, requiere h = 0 y r = 1. Este resultado par-
ticular puede demostrarse independientemente como sigue: Si hay sola-
mente una variacién en la sucesién

Qy , A1,y ... y Qny
puede dividirse en dos partes: la primera
Qo , Q1 ...,Q,1,

que consiste de términos, digamos, positivos y nulos; y la segunda

ap = —bo ; @ur1= —b1;... ;8. = —byy,

comenzando con un término negativo a,, y que consiste de términos
negativos y nulos. El polinomio f (z) puede presentarse asf:

f(x)=xn—a+l[aozu—l+... +au_1—(ﬁ+”.+ bn—u )J
xz

xn—u-i-l

La expresi6n entre corchetes, por ser la diferencia entre una funcién
creciente y otra decreciente, es una funcién creciente que, de un valor
negativo muy grande (para x pequefio y positivo) pasa a un valor posi-
tivo muy grande (para z grande y positivo) y por lo tanto pasa por cero
una sola vez. Luego hay una sola raiz positiva de la ecuacién f () = 0.

En el caso que V > 1, la regla de Descartes indica sélo un lfmite
superior del mimero de raices positivas y negativas, y algunas veces
revela infaliblemente la presencia de rafces imaginarias, como veremos
en los ejemplos.

Ejemplo 1. Sea la ecuacién

f@) =2t +22—2—3 =0,
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Desde que f (z) y f (— z) presentan ambos una sola variacién, hay una rafs positiva
y otra negativa. Las dos restantes son imaginarias.
Ejemplo 2. Considérese la ecuacién
J@)=2s—2+2221—32—1=0.

Para esta ecuacién V = 3, de manera que habr4 una o tres rafces positivas. Cambiando
z por —z, en la ecuacién transformada

f(—z) =z +22+221+32—1=0

V' = 1, y entonces hay sélo uns rafz negativa de la ecuacién, dada. El total de ralces
reales no es mayor que cuatro y, dos rafces por lo menos, son imaginarias. El ndme-
10 exacto de rafces imaginarias puede hallarse en este ejemplo de la siguiente manera:
Multiplicando f (z) por (z + 1)? no cambiamos el ndmero de rafces positivas pero

(z+1)2f(z) =x*+22"+20—2*~52x*—5z—1

presenta unsa sola variacién. Luego, hay s6lo una rafz positiva y cuatro son imaginarias.

Problemas

ICudntas rafces tienen las siguientes ecuaciones?
1. 2642t —28—22—1 =0.

2.2t —2*+2—2=0. Multipliquese por (z + 2).
.28 4+ 2 —2224+2—2=0. Multiplfquese por (z 4 1).
4. 25422 —22+z2—1=0. Multipliquese por (z + 1).
5.1—2z+43z*—422+ 52 =0. Multipliquese por (1 + z)*.
6.1 —2z+322—42%+ 52— 628 =0. Multipliquese por (1 + z)t.
7.1—~2z+322— ... +2n+ 1z =0

8.1 —2z+43x— ... —2n227 1 =0.

% 11. Las ecuaciones con raices reales. — La regla de los signos
indica exactamente el nimero de rajces positivas y negativas en el caso
en que todas las rafces de la ecuacién sean reales. Como antes, represen-
temos por V y V' el nimero de variaciones en la sucesién de los coefi-
cientes.

ag , Q1 , A2y ..., Qn, [la]

de f (z), y en la sucesién
Go, —0Q1, 82, ...,(—1)"a,, {2 a)
correspondientes a (— 1)*f(—z). Entonces, si f(z) es un polinomio

completo, de tal manera que todos los términos de la sucesién [la] sean
distintos de cero, tenemos

V+V i =n.
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De hecho, a cada permanencia de [la] corresponde una variacién
en [2a] y viceversa. Luego, V + V' es el niimero de variaciones y perma-
nencias en la sucesién [la], que es n.

Si f () no es un polinomio completo, demostraremos que siempre

V+V gn.
Sean

Qo , Qg 5, Gg, ..., Q, , Ay, [lbI

los términos de la sucesién [la] distintos de cero. Entonces, los térmi-
nos distintos de cero en la sucesién [2a] serdn

a , (_l)aaa ’ (—1)5(1.3, ] (_1)“0’&; (—I)Vav. [2b1

Naturalmente las sucesiones [1la] y [2a] presentan V y V' variaciones
respectivamente. Ahora reemplacemos las sucesiones [1b] por

Aoy B0y o oo 3 Qgylay con 308, oo 3 Guy oue , Bu Ay, Qy, ..., 8 [lc]

de manera de tener una sucesién completa de n + 1 términos, todos
distintos de cero. Es evidente que el nimero de variaciones en [lc] es
también V. De [lc] deducimos otra sucesién de n 4+ 1 términos, cam-
biando alternadamente los signos de los términos de [lc]:

@G, —Gy, ..., (—D%a,, (—atla, ...
s (—Dfag, ..., (—Day, ..., (— Dra,. [2¢]
Sea V*’ el nimero de variaciones en la sucesién [2c]. Entonces, por

otra parte
V + V' =n,

desde que [1c] es una sucesién completa de n + 1 términos; y ademés,
V' = V. Esto puede verse fraccionando las sucesiones [2¢] y [2b] en
secciones correspondientes como sigue:

Go, — Qg ..., (—1)%aa que corresponde a ap, (—I)=a,
(—Dea,, ..., (—1)ea; que corresponde a (—1)%a,, (— 1)Pa,
(—Dea,, ..., (—1)a, que corresponde a (— 1)e*a,, (— 1?a,
y la

(— Dra,, ..., {(— a,,

que no tiene correspondiente en [2b]. Naturalmente que cada seccién
de [2¢] no tiene menos variaciones que la correspondiente de [2b], por
lo que sz deduce que V' < V’, y ademids

V+V'sn,
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como desedbamos demostrar. Ahora, si 7 y ' son los nimeros de rafces

‘positivas y negativas de la ecuacién f (z) = 0, de grado =, cuyas rajces
son reales y distintas de cero, tenemos:

r+r =n.
Por otra parte:
V=r+2h ; VV=r +2¥/,
tal que
V+Vi=r+r +2h + 21

n+2h + 24 in,
0 sea

h 4Rk =0,

que es posible sélo si h = b’ = 0, y entonces
r=V ; =V,

Se ha supuesto que cero no es raiz de la ecuacién, pero es casi evidente
que se mantiene la conclusién atn si hay raices iguales a cero.

Ejemplo. Dado que todas las raices de la ecuacién

(@) =28 —1524 + 402> — 4522 + 242 —5 =0

son reales, encontrar cuéntas raices tiene entre 0 y 2 y entre 2 y 3. En geperal, para de-
terminar el ndmero de rafces ea el intervalo @ < 2 < b, es suficiente encontrar el nfmero
de rafces > a y restar éste del ntimero de las rafces > b. El ntimero de rafces > a es el
mismo que el de las raices positivas de la ecuacién transformada obtenida de la ecuacién
original por la sustitucién z = a + y. En nuestro ojemplo haremos las transformaciones
=24y yzx=3+y, por la regla de Horner.

2) 1 0 —15 4 —45 24 —b
2 4 —22 36 —18 12
2 —11 18 —9 6 7
2 8 —6 24 3
4 —3 12 15 36
2 12 18 6 =
6 9 30 75
2 16 50 =
8 25 80
2 20 =
10 45
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3) 1 0 —15 40 —45 24 —5
3 9 —I8 66 63 261
3 —6 22 21 87 256
3 18 36 174 585 ——
6 12 58 ° 195 672
3 27 117 525 —

9 39 175 720
3 36 225 =
12 75 400

3 45 ==

15 120

3 fm——

=
&

Los nimeros subrayados, lefdos de abajo hacia arriba, representan los coeficientes de
las ecuaciones transformadas. Por ser todos positivos, no hay rafces mayores que 2;
luego, el ndimero de rafces entre 2 y 3 es cero. Por otra parte, la ecuacién original ticne
cinco variaciones, lo que indica la presencia de cinco raices positivas. Consecuentemente,
entre 0 y 2 hay justamente cinco raices y, siendo el grado de la ecuacién igual a 6, la
s2xta es negativa. En cfecto:

f@) =@ -1 +35)%

Problemas

Las rafces de las siguientes ccuaciones son recales. Encontrar el nimero de ellas en los
intervalos especificados.

1.222—9224+6 =0 ; (0;1) y (4;5).
2.522—92+4+2=0; (0,1)y (1;2).

3.2 —272z+5=0; (4;5).

4. 2424 — 9623+ 7222 — 16z +1=0; (1;2) y (2;3).
5.2t —522—22+4+1=0; (—3; —1) y O;1).

6. 28— 102 +6x+1=0; (0;1) y (—1;0).

7. Demostrar que una ecuacién tiene rafces imaginarias si faltan términos entre dos
del mismo signo, o faltan m4s de dos términos entre dos de signos opuestos.

* 8. Una ecuacién tiene rafces imaginarias si tres cocficientes consecutivos estdn en
progresién geométrica.

*9. Una ecuacién tiene rafces imaginarias si los coeficientes de cuatro términos con-
secutivos estdn en progresién aritmética. Multipliquese por (z — 1)2.

* 10. Demostrar que la ecuacién
2t @+t (@ tab+b)z" 24 ...+ @ +alb+ ...+ =0

no puede tener mfs que una rafz real, supuestos a y b reales. Multipliquese por (zx — a)
(z —b).
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12. Un método completo de separacién de raices. — Aun cuando
el teorema de Rolle y la regla de los signos pueden a menudo ayudar
a separar las raices de una ecuacién no proporcionan de por si una
solucién completa y exhaustiva de este importante problema. La apli-
cacién del teorema de Rolle con este propésito requiere el conocimiento
de las rafces reales de la derivada que la mayoria de las veces no se
posee. La regla de los signos es, quizd, un enunciado débil, y aplicado
a unsa ecuacién en la que la naturaleza de sus raices no se conoce, no
da el nimero exacto de rajces positivas (o negativas), excepto cuando el
ndmero de variaciones es cero o uno. Pero cuando se combiran estos
dos casos particulares con un notahle teorema publicado por Vincent
en 1863 y seguido por Fourier, proporcionan el método ma4s eficiente,
no sélo para determinar el nimero exacto de raices positivas y negativas,
sino también para efectuar su separacién en el caso en que la ecuacién
propuesta no tenga rajces multiples. Hemos visto (Capitulo III, Pérra-
fo 6) que la solucién de las ecuaciones con raices miiltiples puede redu-
cirse a la solucién de ciertas ecuaciones con raices simples. Por lo tanto,
no es una limitacién esencial el suponer que la ecuacién propuesta no
tiene rajces multiples.

El teorema de Vincent puede enunciarse de la manera siguiente:
Sea a, b, ¢, ... una sucesién arbitraria de enteros positivos. Transfor-
mando una ecuacion sin rafces maltiples mediante una serie de sucesivas
sustituciones

:c=a+-—1— ; y=b+—1— ; z=c+L;etc.,
y - t
luego de un cierto ntimero de estas iransformaciones, ¢ independieniemente
de la eleccién de los enteros a, b, c, ..., llegamos a una ecuacion transfor-
mada con no mds de una variacton.

La demostracién se encontrard en el Apéndice IT. La idea del método,
que ser4 ilustrada en seguida con varios ejemplos, es muy simple. Para
encontrar el nimero exacto de rafces positivas (y nos podemos concretar
sélo a este caso) notaremos que las rafces positivas pueden ser > 16
< 1 excluyendo el caso en que 1 es raiz. Las rafces positivas > 1 pueden
escribirse en la forma z = 1 + y con ¥ > 0, mientras que para aquellas

1
< 1l,serd z = 1—-;— donde es también y > 0. Por lo tanto, la ecuacién
Yy
propuesta se transformar4 mediante las sustituciones z =1+y ¥y
1 . .
z = _]T y estas transformaciones pueden realizarse muy conve-
Y

nientemente, utilizando sélo sumas, como se verd en los ejemplos. Si
la ecuacién transformada no tiene variaciones o tiene sélo una, el pro-
blema estd resuelto; pues por ejemplo, &i la ecuacién obtenida por la
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transformacién z = 1 4+ y no tiene variaciones, esto significa que la
ecuacién original no tiene raices > 1; y la presencia de una sola varia-
¢ién en la ecuacién transformada indica sélo una raiz > 1 en la ecuacién
propuesta. Una conclugién similar es cierta para la ecuacién resultante

de la transformacién = = .
14y

Si una o ambas ecuaciones transformadas tienen mds de una varia-
¢i6n, las transformamos nuevamente por las sustituciones y = 1 + 2,
1
142
diante sustituciones del mismo tipo hasta que las ecuaciones obtenidas
por este proceso no tengan mds de una variacién. Esto ocurriri nece-
sariamente después de un nimero finitp de pasos, pues las transfor-

Y= y sl es necesario continuamos las transformaciones me-

maciones de la forma z =14 y; y =1 + 2, ... seguidas por otras
de la forma v = ! son equivalentes a dos transformaciones: una
del tipo

zr=a + L ,

y
donde a es un entero positivo, seguida por otra del tipo y = 1 + 2.

Se deduce de esta observacién que cualquier ecuacién transformada
se obtiene de la propuesta por una serie de transformaciones

1 1 1 1
z=a+— ; y=b+—; ... ;u=l4+— ; v=—"—,
Y z v w
o por las
1 1 1 1 1
z=— ; ¥y=a+— ; z2=b+—; ... u=l+— ; v=—",
] F4 [/ v w
siendo @, d, ..., ! enteros positivos. El segundo caso no difiere del pri-

mero puesto que el niimero de variaciones no se altera por la sustitucién
1

z = —, Por el teorema de Vincent, un ntimero suficiente de transfor-
y

maciones

1 1 1
z=a+— ; y=b+—;...;u=14 —,
v

conduce a una ecuacién con no mis de una variacién, v una transfor-
. . 1

macién adicional del tipo » = — no cambia el niimero de dichas varia-
w

ciones. Asi, es cierto que el proceso antes descripto llevari a ecuaciones
con no m4s de una variacién. Estas consideraciones generales se com-
prenderin mejor por medio de ejemplos a los que pasamos ahora.
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Ejemplo 1. Séparar las rafces de la ecusacién

»—T7z24+7=0

Examinemos primero 1as raices positivas. Si 1 no es rafz, las positivas serdn mayores:

o menores que 1.
1
14y

con y positivo. Luego, para encontrar el ntimero de rafces positivas > 1 transformamos.
la ecuaci6n por la sustitucién z = 1 4- y y buscamos el nimero de raices positivas de la.
ecuacién transformada. Solamente se requieren sumas para efectuar ests transformacién..
En nuestro cjemplo las operaciones necesarias son las que siguen:

Las raices positivas > 1sondelaformaz =1 +yylas <1 delaforma z =

1 0 —7 7
1 1 —6 1
1 2 4

1 3 -

L -

asf que la ecuacién transformada es
P +32—4y+1=0
y el nlimero de sus rafces positivas puede ser cero o dos. Para efectuar la transformacién

1
14y

1
hacemos dos pasos. Primero se reemplaza z por —, lo que lleva a
z

728 —7224+1=0.

El efecto de esta transformacién preliminar es de invertir el orden de los coeficientes..
Luego, hacemos z = 1 en la nueva ecuacién y realizamos las operaciones como se indica:

7 =7 0 1
1

-
[~y ©

La ecuacién final transformada es
7T¥+14y+7y+1=0.

En lugar de invertir primero el orden de los coeficientes y luego hacer la sustituciém
z = 1 4y, podemos proceder directamente, comenzando las sumas desde la derecha
y siguiendo un orden ascendente, como se indica a continuacién:

7

14 7

T 7 71
10 o0 7
1 0 —7 7
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Lcs ndmeros subrayados, lefdos en orden descendente, proporcionan los coeficientcs
7;14;7; 1 de la ecuacidn transformada, por medio de la sustitucién

1
14y

Ambas transformaciones z =14y y z = I pueden practicarse en el mismo

esquemsa con disposicién en forma de paralelogramo de ndmeros, como se muestra a
continuacién:

(Léase descendentemente)

IS ] RN JEX IR YRR

TR ~ OO
[L4}! 2
Slo e

(Léase ascendentemente).

Desde que la ecuacién
T9+U14y+7y+1=0,

no tiene variaciones, no tiene rafces positivas; luego, la ecuacién propuesta no ticne
rafces de la forma
1

1+y

con y > 0, es decir, no tiene raices enteras entre 0 y 1. Pero la ecuacién
y¥+3y*—4y+1=0

resultante de la sustitucién z = 1 + y, tiene dos variaciones y la tenemos que tratar adn
mediante las dos sustituciones:
1

l+z'

y=1+z e y=

Los cdlculos necesarios se muestran en el esquema en forma de paralelogramo:

(Léase descendentemente) 1
. —2 1
—2 2 1
1 "0 —3 1
1 3 —4 1
1 4 o 1
1 5 5
1 0
1 B (Léase ascendentemente)

La ecuaci6n resultante de Is sustitucién y =1 42

2+6224+5z2+1=0
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no tiene variaciones ni rafces positivas, pero la ecuacién resultante de la sustitucién

1
- , & saber:
v 142
2—2—=2z241 =0
tiene atin dos variaciones y debe someterse todavia a las transformaciones

z=14+t y z=

1+t
Los célculos necesarios son:
(Léase descendentemente) 1
1 1
—2 0 1
-1 —2 - 0
1 —1 —2 1
1 0 —2 _—_1
1 1 =1
1 2
1 - (Léase ascendentemente)

de modo que las ecuaciones transformadas son

420 —t—1=0 y B+02—2t—1=0

y tienen ambas una sola variacién y, por ende, una sola rafg positiva. La primnera ecuacién
resulta de la original por las transformaciones

1
z=1+y ; y= T+ z=1+1t,
que pueden resumirse en una:
1
=1 .
relt e
Las sustituciones que llevan a la segunda:
1+ 1 . 1
z = Yy y ¥ 1+2 H z = 1+t B
también se resumen en una:
1
r=1+4 ]
1
+ 1+¢

Teniendo cada una de las ecuaciones transformadas una sola variacién, hay dos rafces
positivas para la ecuacién propuesta y los intervalos en los cuales quedan estas rafces
se obtienen tomando en las férmulas-que dao z, los valores ¢ = 0 y t = «. Asf encontra-

mos dos intervalos
3 3
(o3 o)

<cada uno de los cuales contiene una rafz de

B—T724+7=0.
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Las sustituciones sucesivas que sirven para pasar de z a ¢, se ven inmediatamente si
los resultados de las transformaciones aplicadas se disponen en un esquema que se parece
a un 4rbol geneal6gico:

1 0o —7 7
z=(1+y™ z=1+4y
[

!
T 1471 13 —t 1

(sin var.) (2 var.)
y=(14+2) y=1+z2

! !
1 -1 —2 1 1 6 5 1

(2 var.) {sin var.)
z=0+0" z=141¢
. )
1 1 —2 — 1 2 —1 -1
(1 var.) (1 var.)

A este esquema lo llamaremos de aquf en adelante, « 4rbol genealégico », para abreviar.
Para encontrar el niimero de rafces negativas cs suficiente sustituir z por — z; habrd
tantas rafces negativas como positivas tenga Ia ecaacién transformada. En nuestro ejem-
plo, esta transformada

$—T7z—7=0

tiene una variacién y, en consecuencia, una rafz positiva que, peniendoz =1,2,3 ... y
observando el signo de los resultados, se descubre que estd contenida entre 3 y 4. Luegos
la ecuacién propuesta tiene una rafz negativa en el intervalo (— 4; — 3).

Ejemplo 2. Separar las raices de la ecuacién

*—42 41222 —24z + 24 =0.

La ecuacién obtenida reemplazando z por — z no tiene variaciones; luego, la ecuacién
propuesta no tiene rafces negativas. Desde que tiene cuatro variaciones, ¢s necesario co-
menzar su férbol genealégico haciendo Ias dos transformaciones:

1

=14y y z=

1+y
Los célculos necesarios son como siguc:

9 8 12 0 24
1 —4 12 24 24
1 -3 9 —15 9
1 -2 7 —8
i —1 6
0
1

(Léase ascendentemente)
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No fué necesario continuar el esquema ascendente, desde que el primer rengién no
tiene variaciones, y los coeficientes de la ecuacién transformada serfan del mismo
signo. Como la sucesi6n

1, 0, 6, —8, 9

tiene dos variaciones, se repite el mismo proceso:

.

8 7 7 1 9
1 0 6 —8 9
1 1 7 —1 8
1 2 9 8

Ahora ya es inGtil continuar hacis arriba o hacia abajo, desde que en ambos casos
es evidente que no habrd variaciones. El 4rbol geneal6gico es, por lo tanto:
1 —4 12 —24 24
z=04+p z=1+y

! )
(sin var.) 106 —8 9

y=Q0+27 | y=1+=
! }

(sin var.) (sin var.)

Esto significa que, transformando la ecuacién dads por cualquiera de las sustituciones

1 1
. =2 . =1 ,
1+II’Z +z ; =z +1+z

llegamos a ecuaciones sin variaciones y, por lo tanto, sin raices positivas. Luego, Ia
ecuaci6én propuesta no tiene rafces reales.

Ejemplo 3. Separar las raices de la ecuaci6n
st rs——B+zr—z+1=0.
Examinsmos primero las raices positivas. Como la ecuacién tiene cuatro variacio-

nes, comenzaremos a construir el drbol geneal6gico como explicamos en los dos ejem-
plos precedentes:

1 1 2 2 1 1
1 0o —1 0 1 0 1
i 1 — -1 1 -1 1
1 2 —1 0 1 o 1
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Sin ocontinuar, vemos que el 4rbol geneal6gico es:
11 —1 =1 1 -1 1
z=(1+y" | z=1+y

] [
(sin var.) (sin var.)

Luego, no hay rafces positivas. Para investigar las rafces negativas, sustitufmos =
por — z. La ecuacién resultante:

2—rt—2tt 3+ +2+1=0

tiene dos variaciones y, por lo tanto, continuamos como antes:

3 2 3 4 3 2 1
1 —1 —1 1 1 1 1
1 0 —1 0 1 2 3
1 1 6 o 1 3

¥ sscamos en oonclusion que minguna de las ecuaciones tiene rafces positivas, de donde
#e sigue que la ecuacién propuesta no ticne rafces negativas. Asf, las seis rafces son ima-

ginarias.

Rjemplo 4. Separar las raices de la ecuacién
' 627 —528 428 — 328 — 223 4+1 =0

1. Investigacién de las rafces positivas. Teniendo cuatro variaciones, comenzamos
oon las transformaciones usuales:

1
701

19 6 1

25 13 5 1

12 12 8 4 1

—4 0 4 4 3 1

=9 4 —4 0 1 2 1
1 —5 0 4 —1 —1 1 1
6 —5 4 —3 0 —2 0 1
6 1 5 2 2 0 o 1

Luego, Ias mismas transformaciones se aplican a la ecuacién cuyos coeficientes son,
1, 7,19, 25, 12, —4, —9, 1:
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1

-2 1

—87 3 1

—108 —34 —4 1

=12 —74 —30 —5 1

12 —-38 —4 —25 —6 1

101 50 6 —19 —19 —7 1

52 51 44 25 0o —12 -8 1

1 7 19 25 12 —4 —9 1

1 8 27 52 64 60 51 52

El mismo proceso se repite nuevamente

—93 —94 —92 — 55 53 165 153 52
1 —2 —37 —108 —Il12 12 101 52
1 —1 —38 —146 —258 —246 —145 —93

Puesto que en cada uno de los renglones tenemos una variacién, es indtil continuar
pues puede verse ficilmente que las ecuaciones transformadas tendrdn una variacién.
El 4rbol genealégico es el siguiente:

6 —5 4 —3 0 —2 01

z=0+y? | z=1+4y

| {
1 7 19 25 12 —4 —9 1 (sin var.)

(2 var.)
y=0+2" | y=1+:2

{ [
1 —2 —37 —108 —112 12 101 53 (sin var.)
(2 var.)
z= (1487 | z=1+41

| |
(1 var.) (1 var.)

Luego, por las transformaciones

1
+ 1+t

la ecuacién propuesta se transforms en ecuaciones con una variacién y una rafz positiva.
Los intervalos para las correspondientes raices z se obtienen tomando { =0 y ¢ =

y son
2 1 2
1 —_— =
i)y (555)
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2. Investigaci6n de rawces .egativas. Cuando se reemplaza z por — z, la ecuacién
transformada

6zT+5x8+4284+320+222—1 =0

tiene una variacién y una rafz positiva, lo que indica una rafz negativa de la ecuacién
propuesta. Esta tiene tres rafces reales ubicadas en los intervalos:

(__ .0) . 1.2 . 2.1
’ ’ TZ-,? ’ 3—;

y las cuatro restantes son imaginarias.

El ntmero de operaciones que sc¢ requicren para separar las rafces por este método
depende de lo cercanas que estén lag rafces y naturalmente serd grande si las hay con
pequefias difereacias entre ellas. Las raices grandes, digamos > 10, se considerarin « cer-
ca>» de » y la separacién podré abreviarse usando sustituciones del tipo

z=101+4+y) ; z= 10
1+y
o bien
z=1000L+y) ; z= 100 ; ete.
1+y
Problemas
Separar Ias raices de las siguientes ecuaciones:
1. 228 —~3z2+4x—1 =0. 2.622—10224+52+3 =0.
3.22—922+20z 41 =0. 4. 3 +1122— 102z 4181 =0.
5.2z —6234+22—10z2+2 =0, 6. * —22*+322—T7z+1=0.
7.2 —234+322—2zx+1=0. 8. 204622 —722—4z+8=0.
9. 2 +62 4+ 522 —4zxz—2 =0. 10. 2 +102* 4232+ 62z —2 =0.
M. 28 —3z4—62°—212+2 =0. 12, 228 -3+ 2 —222 4+ 2—1=0.
13. 2 + 24 —228—222 4+ 4 = 0. 14. 328 —7 4+ 22+ 22—T72z 4+ 65 =0.

1. * — 424 4+922—7224+32—3 =0.

16. 228 4+ 32— 72 —522+8z—T7 =0.

17. 26 — 625 - 30 z¢ — 120 23 + 360 22 — 720 = + 720 = 0.
18. r* — 2 4+ 21 — 23+ 22—2 43 =0.

19. z7 —25—82* 43 =0.

20. 27 —3x%4+52°4+62*—8zx+1=0.

21. 228 —327+ 62t —222 4+ —1 =0.

22. 28— 317 4 ¢ —15 4325 —222 43 =0.



CAPITULO VIi

TEOREMA DE STURM

1. Polinomios de Sturm. — Otro método para efectuar la separacién
de raices reales se basa en un importante teorema demostrado por C.
Sturm (1803-1855) y publicado por él en 1829. Nos permite hallar el
nimero exacto de raices reales contenidas entre dos ntmeros dados,
para las ecuaciones sin raices multiples. Sea V = 0 una ecuacién sin
raices multiples, de modo que el polinomio ¥V no tiene factores repetidos.
Partiendo de V es posible, y de muchas maneras, hallar una sucesién
de polinomios

Vi Vi Va..., Vs, [1]

que en un intervalo dado (e; b), siendo @ manor que b, posea las cuatro
propiedades siguientes:

1. Cuando z crece de ¢ a b y pasa por una raiz dela ecuacién V = 0,

el cociente —Y— cambia de signo — a .
1

2. Dos términos consecutivos de la sucesién [1] no se anulan para
el mismo valor de xz en el intervalo (a;b).

3. Si para un valor de x en este intervalo, un término V, (¢ = 1, 2,...
...;8 —1) se anula, los términos V;_1y V11 para el mismo valor de
z tienen signos opuestos.

4. El tltimo término V, no se anula en el intervalo (a;b) v, por lo
tanto, su signo permanece constante al crecer z de a a b.

Cualquier sucesion de polinomios que satisfaga estas cuatro condi-
ciones se llama sucesién de Sturm relativa al intervalo (a;b).

2. Un método para hallar una sucesion de Sturm. — Una manera
de hallar una sucesién de Sturm relativa al intervalo (— «; ), y,
en consecuencia, relativa también a cualquier otro intervalo, es la
siguiente: Como segundo término V, de la sucesién de Sturm podemos
tomar stempre la derivada V' de V o dicha derivada multiplicada por
una constante positiva cualquiera. De esta manera, la condicién 1 queda
satisfecha. Los otros términos V3, V3, ... se determinan por un proceso
uniforme, en esencia el mismo que sirve para hallar el maximo comdn
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divisor de V y V. El primer paso de este proceso consiste en dividir
V por V) hasta obtener un resto de grado menor que V,. Este resto,
con los signos de sus coeficientes cambiados, se toma como V3, de modo
que:

V=V — Vs,
siendo @ el cociente. Si Vi no es una constante numérica, el segundo

paso consiste en dividir ¥V, por ¥V, hasta obtener un resto de grado menor
que V3; este resto con signo cambiado se toma como V3 de modo que:

Vi=V1Q. — Vs,

y 8i V3 no es constante, se contintia con el mismo procedimiento. En la
sucesién de polinomios asf obtenida:

Vo Vay ...

tendremos necesariamente un polinomio ¥, que es una constante dis-
tinta de cero, puesto que el polinomio V no tiene factores repetidos y,
por lo tanto, V y V' no pueden tener divisores que no sean constantes.
Es f4cil ver ahora que la sucesién

V, Vs, Vs, ..., V,

es una sucesién de Sturm. La primera propiedad queda asegurada al
elegir ¥, = V’. Para comprobar que se cumple la segunda propiedad,
notamos que, en general:

Via = Vi@ — Vi
Suponiendo ahora que para un valor real z = §
Vi) =0 ; Vi (§) =0,

gerd también Vi-1(§) = 0; en la misma forma, V; 2(§) =0 y asi si-
guiendo serd finalmente: Vi (§) = V' (§) =0 y V (§) = 0. Pero esto
es imposible puesto que implicarfa que & fuera una raiz miltiple de V.
Ahora, si para z = §

Vi(§) =0,

entonces
Viaa(8) = — Vi (8),
lo cual prueba que los ndmeros

Vir(§) ¥y Visa (8),

son distintus de cero y tienen signo contrario, de modo que también
se cumple la tercera propiedad. Finalmente, la cuarta propiedad se
cumple porque V, es una constante distinta de cero.
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Tedricamente, por lo tanto, es siempre posible hallar al menos una
sucesién de Sturm relativa a un intervalo cualquiera, aunque en un
caso dado, y especialmente cuando el grado de V es algo elevado, los
célculos pueden dar niimeros grandes. Para evitar la aparicién de frac-
ciones conviene tener presente que, multiplicando los miembros de
una sucesién de Sturm por factores positivos arbitrarios, obtenemos
otra sucesién de Sturm. La introducecién de factores positivos apro-
piados para eliminar fracciones puede hacerse durante la divisién multi-
plicando los coeficientes de cada resto parcial por factores positivos
apropiados. El efecto de estas operaciones sobre el resto final essimple-
mente que éste resulte multiplicado por un factor positivo. Si al hallar
la sucesidn de Sturm se llega a un término, V,, por ejemplo, que no tiene
raices reales, o las tiene, pero fuera del intervalo (a;b) al que nos refe-
rimos, podemos finalizar la sucesién con V, puesto que los términos de
la sucesién truncada

Vi Vi; Vas ool 3 Vi,

relativa al intervalo (a;b) cumplen todas las propiedades 1, 2, 3 y 4.
Tal simplificacién ocurre, por ejemplo, cuando V,, es de segundo grado
y tiene raices imaginarias, circunstancia que puede verificarse casi
siempre a simple vista.

Ejemplo 1. Sea
V=2a—T72c4+7
Ser4
Vi=V =322—17

y para continuar tenemos que dividir V por Vy; pero, para evitar las fracciones, es conve-
niente multiplicar V por 3 y efectuar la divisién ssf:
3 0 —21 21 3 0 -7
3 0 —7 | 1
—14 21

Por consiguiente, el resto es: — 14 x + 21, Cambiando el signo y suprimiendo el factor
comdn positivo 7, podemos tomar:

V2=2$—3.

Dividimos ahora 3 z* — 7 por 2 £ — 3 en la forma indicada:

Multiplicamos por 2: '3 C —7 2 -3
\ 6 0 —14 | 3 9
6 —9
Multiplicamos por 2: 9 —l14
18 —28
18 —27
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Cambiando el signo del resto, tomamos
Vi= 41,
¥y asi tenemos la sucesién de Sturm para la ecuacién V =0

V =22—7z+7

V1 =3z2—7
V;- =2z —3
Vs=1.

Nétese que los niimeros escritos en lugar de los coeficientes del cociente, difieren de
ellos. Pero esto no tiene importancia, puesto que s86lo nos interesan los restos o éstos
multiplicados por factores positivos.

Ejemplo 2. Sea
V=xt—6z3+22—1.
Podemos tomar:

1
V1 =—2—V' ‘—=2l‘3'—9$“'+.’t.

Se halia V, en la forma antedicha

2 —12 2 0 —2 2 -9 1 0
2 —9 1 0 -3
Multiplicamos por 2: —3 1 0 —2 l
— 6 2 0o —4
— 6 27 —3 0
—25 3 —

Por lo tanto
V:=252>—3z + 4.

Por ser imaginarias las rafces de este polinomio, no es necesario continuar, de modo que
en este cjemplo la sucesién de Sturm consta de tres términos:

V =t—628+22—1
Vi=22—92*+2z
Vs =252*—31z 4.

Ejemplo 3. Sea
=x25— 1028+ 1628 —22 4+ 3»—17.

Tomamos:
Vi=V =524—4022+452°— 2z + 3,

y buscamos V3 en la forma antedicha:

5 —50 75 —5 15 —35 | 5 -40 45 -2 3
5 —40 45 —2 3 1 —2

—10 30 —3 12 —35 |

~10 8 -9 4 —6

—50 87 8 —29
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por lo tanto
Vs = 502 —872>— 8z + 29.

Antes de continuar con Ia divisién siguiente, se multiplican todos los coeficientes de
Vi por 10:
50 —400 450 — 20 30 I 50 —8 —8 29
50 — 87 — 8 29 1 —313
Multiplicamos por 50: — 313 458 — 49 30
—15650 22900 —2450 1500
—15650 27231 2504 —9077

—4331 —4954 10577

por lo tanto
Vi = 4331 z? + 4954 z — 10577.

Las rafces de este polinomio son reales y en consecuencia, es necesario continuar;
pero como los nfimeros se hacen muy grandes (por haber multiplicado Vs por 200), es pre-
ferible haliar los coeficientes del resto en forma aproximada, manteniendo cuatro deci-
males en los coeficientes del cociente. El cdleculo completo, hecho con ayuda de una mé-
quina de calcular, es el siguiente:

10000 —17400 — 1600 5800 4331 4954 —10577
10000 11438 —24421 2,3089 —6,6585
—28838 22821 5800
—28838 —32986 70427
55807 —64627 ,

por lo tanto serd, aproximadamente:
Vi = —>5580,7 z + 6462,7.

Finalmente, se divide V; por V, también aproximadamente

4331 4954 —10577 —5580,7 6462,7
4331 —5016 — 0,7761 —1,7865
9970 —10577
9970 —11546
+969,

de donde se deduce que Vi es una constante negativa, de modo que podemos tomar
Vs = — 1. La sucesién de Sturm es:

V =25 —10z* + 1523 —2*+3z2—7,
Vi=5z*—4023+ 452 —22 + 3,
V:=50x*—872*—8z 429,

Vs = 4331 z* + 4954 z — 10577,

V. = —5580,7 z 4 6462,7,

Ve =—1.
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La aparicién de ntmeros muy grandes al formar una sucesién de Sturm es una des-
ventaja prdctica del método de Sturm para la separacién de rafces; pero este inconve-
niente puede evitarse recurriendo a las aproximaciones, como en el ejemplo anterior,
puesto que s6lo nos interesan los signos de las funciones de Sturm para algunos valores
particulares de z y bastan para este propdeito aun coeficientes con poca aproximacion.

3. Teorema de Sturm. — Supongamos que
V, Vl, Vz, c o0y V.,

es una sucesién de polinomios de Sturm relativa a un intervalo dado
(a;b). Sea § un nimero perteneciente a (a; b) y supongamos que se susti-
tuye z = § en todas las funciones de Sturm. Obtenemos los nimeros

V(E), Vl(&)y V2(E)’ LR} VO(E)’

el dltimo de los cuales es distinto de cero. Supongamos también que el
primero, V (§), no es nulo y nos despreocupamos de los valores inter-
medios, que puedan ser iguales a cero. Reemplazando los restantes por
los signos 4+ 6 -— segin sean positivos o negativos, obtenemos una su-
cesién de signos + 6 — en la cual contamos el nimero de variaciones.
Este ndmero de variaciones » (§) se llama nimero de variaciones en
la sucesién de Sturm para z = £ y puede considerarse como una funcién
de § definida para todos los valores de & en el intervalo (a;b), excep-
tuadas las raices de la ecuacién ¥V = 0 que pueden encontrarse en ese
intervalo. Luego de estas explicaciones preliminares el famoso teorema
a que nos referimos puede ser enunciado de la siguiente manera:
Teorema de Sturm: Suponiendo que nt a ni b sean raices de la ecuacion
V (z) = 0, el nimero de ellas contenidas entre a y b es igual a la diferencia

v(a) _U(b);

0 bien al numero de variaciones perdidas por la sucesién de Sturm cuando
z pasa de a a b.

DeMo8TRACI6N: Podemos suponer por ahora que ninguno de los ni-

meros
Via), Vi(@), ..., Ve_i(a)

V@), Va(d), ..., Vo1 (b),

sea cero. Sean
<< <... <Cn,

las rafces reales de todas las ecuaciones
V@) =0 ; Vi(@)=0;...;V,a(x) =0,

que se encuentran en el intervalo (a;b), ordenadas de acuerdo a su
magnitud, de modo que ¢, >a y cm <b. Entreci y ¢35 ¢ y ¢35 ... ;
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€m—1 Y C¢m elijamos arbitrariamente los niumeros &, &, ..., Ew—1 de
modo que:

a<bi<e<bh<e<... <tma1< En_1 < Cm.

Podemos escribir, entonces:

v(a) —v) =l —oE)]+DLE) —v(@I+ ... +
+ [v (Ena) —v (B)]

0, més brevemente:

v(@) —o®) = ¥ (&) —v (&),

t=1

tomando para uniformar, £ = a, £, = b. Nétese que entre &, y &
hay sélo uno de los nimeros ¢, ¢, ..., a saber, ¢;, de modo que:

iy <ci < &,

Este nimero ¢; es una rafz de una o més de una, de las funciones
V{(z), Vi(z), ..., Vo—1(x). Supongamos primero que no es una rafz
de la primera de ellas, V (z), pero lo es de

Val@), Ve(@), ..., V. (®), Valz),

donde, por la segunda propiedad de la sucesién de Sturm: g > a + 1;
v>B+1;... A >k+ 1y * <s por la cuarta propiedad. Para com-

parar v (§-1) y v (5;) la totalidad de los polinomios de Sturm se divide
de la siguiente manera:

V$ Vl; ey Va—l) Va: V¢+1
Vtx+1 » Vate TR VB—I) VB: Vﬁ+1
Vx+l: Lync-+'2 y ey Vl -1, V)\) V)‘—{-l
V)..;.l , ey V,
Los términos V, Vi, ..., V,—1, no teniendo rajces en el intervalo

(&1, &), tienen el mismo signo para £ = §;_; y ¢ = §;. Por esta razén,
el nimero dec variaciones en las sucesiones

V(E-1, Vildi-1, ..., Va1 (&)
V), Vitg), ..., Va—1(8d,
es el mismo; llamémosle A. En cuanto a

Va—l (33) y Va (x) 3 V’ri-l (.’L‘) )
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tienen una variacién para z = §;_; y una para z = Ei. En efecto, los
signos de
Vr—l (E"—l) ’ V.—l (cl') ’ Vr—l (Et') 3

son los mismos. En la misma forma:
V--i-l (E") ’ V--l-l (C,') ? Vl+1 (Et')’

tienen el mismo signo, pero V. ;(c)) ¥ V.+1(c;) tienen signos opuestos
por la tercera propiedad, puesto que V.(c) = 0. Sea, por ejemplo,
4 el signode Vo_1(c;) y — el de V.41(ci). Quedan entonces, sélo las
siguientes posibilidades con respecto a los signos de
V.—l (Ei—l) ’ Vc (Et——l) y V(+1 (&—1)
+ + -
+ J— —_

que en ambos casos, da una sola variacién. En la misma forma, los
signos de
Ver () , V(&) , Vern(8),

s6lo pueden ser los siguientes:

+ + -
+ — J—

lo que también nos da una sola variacién. Luego, la primera seccién
presenta, tanto para z = §;_; como para z = §;, el mismo ndmero de
variaciones 4 + 1. Lo que se comprobé para la primera seccién es igual-
mente aplicable a las otras secciones; en consecuencia, se llega a que:

v(&q) —o(E) =0,
sies ¥V (c) =0.
Supongamos ahora que V (c;) = 0. Igual que antes puede probarse
que para z = §; 1 ¥y z = &; la sucesién
Vi(z) , Va(z), ..., V.(2),

presents el mismo némero de variaciones, puesto gque V;(c) = 0. En
cuanto a la seccién
V(z), V1(2),

tiene por la misma propiedad, una variacién para z = §; ,; y ninguna
variacién para z = §; y por lo tanto, si c; es una raiz de la ecuacién
V(z)=0

v(cr) —o(8) = 1.

La suma

T o (5 — 0 (51,

=]l
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consta de tantos términos iguales a 1 como raices tenga la ecuacién
V(z) = O entre a y b, siendo los demAs términos iguales a cz2ro. Pero
esta suma es:

v(e) —v(d),

con lo que queda demostrado el teorema en el caso en que ningiin término
de la sucesién de Sturm se anule para z = a o z = b. Queda por eli-
minar esta restriccién suponiendo, sin embargo, que V (a) =0, V (b) = 0.
Para un e positivo suficientemente pequeiio, el niimero de raices de
V (z) = 0 entre a y b es ¢l mismo que el mimero de raices entre a + ¢
y b — ¢, ¥y puesto que ningin término de la sucesién de Sturm se anula
para x = a + ¢ o para T = b — ¢, el nimero pedido de raices es:

via+¢e)—od—2¢).

Supongamos ahora que V,(a) = 0; contando entonces el mimero de
variaciones en la seccién

Vaa (G) ’ Ve (a) ’ Vl+1 (a)’

nos despreocupamos del término intermedio 0; siendo los términos de
los extremos de signos opuestos, s6lo se hallard una variacién. De la mis-
ma manera, cualquiera sea el signo de V,.(a + ¢), la seccién

Veal@a+¢) ; Vela+ ¢ ; V.+1(a+e),

presenta una sola variacién, y de estas observaciones se desprende que
v (a) =r (a+¢); en la misma forma puede probarse que v (b) = v (b—:¢).
Por consiguiente, el nimero de raices de V contenidas entre a y b es-
t4 dado siempre por

v(a) —v(b),

siempre que @ y b no se encuentren entre las raices.

4. Ejemplos. — Unos pocos ejemplos bastarin para mostrar cdmo
puede usarse el teorema de Sturm para la separacién de rafces.

Ejemplo 1. Separar las raices de la ecuacién
V=22—T72z+4+7=0.
Las funciones de Sturm son, en cste caso:
V =22—T7z+47,
V1 =322—7,
Ve =2z—3,
V:=1.
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Sustituyendo z por los enteros 0, 1, 2,... y —1, —2,... formamos la siguiente
tabla de los signos de los polinomios de Sturm:

z 14 V1 Vs Vs
2
1 i i i I }2 variaciones perdidas
¢ + - — +
—~1 + — — +
—2 + + — + .
—3 + + - + } 1 variacién perdida
—4 — + — +

Se ve a simple vista que hay una rafz entrc — 4 y — 3 y dos rafces entre 1 y 2. Para
separarlas, el intervalo (1;2) debe ser subdividido intercalando algin ndmero inter-

. . 3 . 3
medio, por ejemplo 7 Los signos que corresponden a = = 1; Y ; 2 son

z \4 Vi Vi Va

2 + + + + 0 var.
3/2 —_ — 0 -+ 1 var.
1 + — — + 2 var.

3 3
Por consiguiente, hay una rafz entre 1 y Y Yy una raf{z entre 5 y 2. Las rafces es-

tdn ahora separadas y se encuentran en los intervalos

(__4._3 o 1: 3 . 3.2
) ) ’ :_2- ’ ?; .

Ejemplo 2. Separar las rafces de la ecuacién
V=zxt—6z8+22—1=0.
En este caso los polinomios de Sturm son
V =2xt—6r*+22—1,
Vi=22—92+z,
Ve=2522—3z+4,

¥y la tabla siguiente da sus signos para varios valores de z:

z 14 Vi Vi
6 + + +
5 _ + + 1 var.
0 — 0 + 1
—1 + _ + var.
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Observando los signos vemoe que hay una rafz entre 5 y 6 y una rafz entre — 1 y 0.
Las otras dos rafces son imaginarias.

Ejemplo 3. Para demostrar que una eleccién adecuada de los polinomios de Sturm
puede facilitar la investigaci6n de la naturaleza de las rafces, consideremos la ecuacién:

f=l+—a—x a(a-t-l)xz_i_ +a(a+l)...(a+n_1)x

_— " =0.
1 1.2 1.2...n

Derivando y multiplicando por 1 —z, obtenemos:

U—2)f = af — a(a+l)1.2.. (a:—n—l) (@ +n) o

La verificacién de esta identidad es directa y no presenta ninguna dificultad. Si to-
mamos shora
afa+1)...(a+n—1)

V=f,Vi=f,Ve=— (a + n)z",
1.2...n

y suponemos que a no es ni cero ni un entero negativo mayor o igual a — n, puede veri-
ficarse inmediatamente que estos tres polinomios forman una sucesién de Sturm para
cada uno de los intervalos (¢; + ®) y (— «; — e), siendo s un ndmero positivo ar-
bitrario tan pequefio como se quiera; y asf podremos hallar exactamente el ndmero de
rafces positivas o negativas de la ecuacién propuesta mediante el teorema de Sturm.
Supongamos primero que a es un ntGmero positivo o un ndmero negativo < — n. Sus-

tituyendo r = ¢; x =+ © y £ = — ©; £ = — s y suponiendo que n es par, tenemos:
a>0 a< —n
z \4 V1 Va z \4 Vi Va
+ @ + + — + e + — +
& + + — e + — +
—e + + — —e + — +
—o + — — — + — +
¥y puesto que no se pierden variaciones en los intervalos (— «; —¢) y (e; + «) la

ecuacién propuesta s6lo tiene raices imaginarias.
En el caso de que n sea impar los resultados son:

a>0 a<—n
z 4 i V2 z 14 V1 Vs
+o | + | + | — to| — | = | =
e |+ |+ | - |+ | = | -
— |+ | + | + — |+ | = | +
—o | =+ |+ —o |+ | = | +

Examinéndolos vemos que en el caso de que sea a > 0 sélo se pierde una variacién
en el intervalo (— ©; — &), Ic que indica que hay una raiz real negativa, mientras que
si @ < — n se pierde una variacién en el intervalo (2; + =), lo que demuestra la exis-
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tencia de una rafz ;. -"iiva. En la misma forma, en los casos en que a >0y a < —n
la ecuacién no tiene raices reales si n es par, y una rais real si n es impar. Si ¢ es
negativo y se encuentra entre dos enteros consecutivos —k y —%k+1y k < n, el examen
de la naturaleza de las rafces puede hacerse de manera ansloga y conduce al siguiente
resultado: para » par hay dos raices reales; para n impar el niimero de raices reales es
uno o tres, segin que k sea impar o par.

Problemas

Separar las raices por medio del t¢ .cma de Sturm.

1. 22—3zx+4+1=0. 2.834+6z22+10x—1 =0.
3. 22—4zx+4+2 =0. 4. *—62'1+8z1+40 =0.
5.2*+22—2z—1=0. 6. —42z*—4z+20=0.

7.6 —242 +4222—32z + 11=0. 8. 162 —3223 4 8822 —8z + 17=0.

9. 2 — 42241022 —82x +3 =0, 1. » —4z22+ 1222 — 12z 4+ 5 = 0.
1. —422 422 +6z24+2 =0. 2. —483 4+ 22—1=0.
B.2+24+z—1=0. 4. *4+222—4z+410=0.

15. 2 — 524 + 102 — 522 + 1 = 0. 16. 5+ 524 — 202 — 10z + 2 = 0.
17. 28 —22 + 2 —8z+ 6 = 0.

18. 28 — 625 + 1524202 +- 3022 — 24z + 14 = 0.

19, 2 — 628 + 16 8 — 2478 +222° — 12z + 4 = 0.

20. 528 —3025 + 7528 — 902 + 60z° — 182 —2 = 0.

* 21. La sucesién de Sturm para cada uno de Ios intervalos (e; + @) y (— o; —¢)
en los que ¢ es un ntimero positivo arbitrario, puede obtenerse de la siguiente manera,
supuesto que f (z) no tiene factores miltiples: Se ordena f (z) y los deméds polinomios
que se usarin, segin potencias crecientes de z. Sea 2% la m4xima potencia de z que
divide a f’ (z) de modo que:

J@) =25 @z0

¥ /1 (0) = 0. Dividase f (z) por /i (z) de grado n, = n — 1 — , conservando cn el co-
ciente exactamente n — n;, + 1 términos. El resto serd divisible, evidentemente, por

r—mt1

pero puede ser divisible ocasionalmente por una potencia mayor de z, por ejemplo z?,
de modo que p» 2 n —m + 1. Representando este resto por

—zfi(z), f:(0) %0,
tendremos idénticamente

@ =H@a@E) —z"(),

y ¢l grado de f: (z) serd n; 5 n — pz = m — 1, es decir, menor que el de f; (z). 8i f: ()
1no es una constante, dividimos en la misma forma f, (z) por f: (z), conservando en el
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cociente exactamente m —ny - 1 términcs. Fl resto serd divisible por r~—=t1;
representéndolo por

—z0f,(z), @m2Zm—m+1, f(0) =0,
tendremos
H(@) =) q () —zf2 (2).

La continuacién de este proceso conduce a una sucesién de polinomiocs

B /5 /5 - NN P
el Glimo de los cuales es una constante distinta dé cero. Demostrar que
V=f, Vi=1/. - Ve=1a.

es una sucesi6n de Sturm pa:. el intervalo (¢; + «). Eligiendo el signo + 6 — de acuerdo
18 ue p; sea par o impar y haciendo
V=f, Vi=zf; i=12...,9),
demostrar que
V,Vy...,V,,
es una sucesién de Sturm para el intervalo (— o; — ¢). Para evitar Iag fracciones estf
permitido multiplicar los restos por factores positivos comvenientemente elegidon.
Apliquese este procedimiento en la separacién de las rafces de las ecuaciones:

*2.2—322+1=0. *B.—42+22—1=0.

8
*U.+2+z—1=0 *25. 2+ +222—1 =0.

*26. Demostrar que una ecuacién V = 0 de grado » tiene todas sus rafees reales y
distintas si y solamente si la sucesién de Sturm consta de » funciomes con primercs coefi-
cientes del miammo signo. Apliquese este criterio a Is ecuacifn cdbica 2* +px +q = 0.

* 27. ;CuAl es la condicitm para que todas las rafces de la siguiente ecaaciém sean reales?
?—5p+5ptz+2q =07
* 28. Investiguese la naturaleza de las raices de Ia ecuacién:

v-1+24 24 2 o
1 12T T2 s
Nétese que
z=
V—V =
1.2...»
y demuéstrese que
v, v, —z*.

forman una sucesién de Sturm en eada uno de los intervalos (¢; + ) y (— =; ) siendo
s un ndmero positivo arbitrario.

*29. 8i las funciomes
V.Vn-..,Va
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satisfacen las condiciones 2, 3 y 4 enumeradas en el pérrafo 1, pero no la condicién 1,
iqué representa la diferencia v (@) — v (b)?

*30. 8i se satisfacen las condiciones 2, 3 y 4 y v (— @) —v (4 «) =n, siendo n
el grado de la ecuacién V = 0, demostrar que todas las raices de la ecuacién son rea-
les y distintas.

* 31. Considerar los polinomios de Hermite H, = H, (zr), definidos por la expresién

dar e—%
_— =% H,.
dz®
Demostrar que
Hn+1 +2zH,+2nHp ) =0,
paran =1,2,3, ..., suponiendo que f, = 1. Refiriéndose al Problema 30, demostrar

que todas las rafces de la ecuacién H, = 0 son reales y distintas.

SuaesTION: Si ¥ = e, entonces

Y +2zy =0
Hallar 1a derivada de orden =.
* 32, Sea
1
dntl ez —1)n+1 1
A ) P.(z) e*,
d:l:"+1 Q:2n+2

donde P, = P, (z) es un polinomio de grado n. Demostrar que:
Pot1—[Cn+22+1]P+nn+ )22 P, 1=0;n=123,...

Concluir luego por induccién que el primer coeficiente de Ppes1,2,3,...,n y que
P, (0) = 1. Refiriéndose del Problema 30, deducir que todas las raices de la ecuacién
P, (z) = 0 son reales, negativas y distintas.

* 33. Sean las partes imaginarias de los nmeros complejos ay 4 bi¢; az 4 b7 ...
...; 64 1 bat del mismo signo; por ejemplo, todas positivas. Sea

—a—bhi))@T—a—bi)...(x—a,—b,0) = P, (z) +:Q. (),
giendo P, (z) y Q. (z) polinomios reales. Demostrar que las rafces de la ecuacién
aP, + 8Qn =0,
son reales para a y f reales y arbitrarios. Guia para la solucién: Sea

Vi=aPr+3Qry Vo= a Demostrar que

by by
«+ (& —ap—1) | Vi1 — (z —ae—1)* + b ba—1 | Vi—az,
L b —1 br—1
para k = 2,3, ..., n. Referirlo al problema 30. Este problema puede resolverse también

por consideraciones geométricas muy simples.



CAPITULO VIII

CALCULO APROXIMADOC DE LAS RAICES

1. Objeto de este capitulo. — Luego de efectuada la separacién
de una raiz real, se presenta una nueva cuestién: jeémo calcular esta
raiz con un grado de aproximacién deseado? Los valores aproximados de
los nimeros se representan ordinariamente por cifras decimales, y por
lo tanto el problema de aproximar las rafces puede plantearse de esta
manera: calcular con un nimero de cifras decimales preestablecido la
raiz separada. Para arribar a tal objetivo pueden zmplearse varios
métodos. En este capitulo consideraremos los tres métodos principales:
el método de Horner, el de iteracién y el de Newton. El de Horner se
aplica dnicamente a ecuaciones algebraicas, mientras que los otros dos
tienen la ventaja de ser aplicables también a las ecuaciones trascenden-
tes. En cambio, en su utilizacién en las ecuaciones algebraicas, el método
de Horner tiene ventajas definitivas con respecto al de Newton y al
de iteracién: primero, en ¢l métode de Horner los cdlculos necesarios se
disponen de una manera muy conveniente y segundo, la rafz puede
computarse con un mayor niumero de cifras decimales con una misma
cantidad de trabajo.

2. Parte basica del método de Horner. — Las caracteristicas esen-
ciales del método de Horner se entenderin mejor en su aplicacién a
ejemplos concretos.

Ejemplo 1. Tomemos la ecuacién
B?—T7z4+7=0

ya vista en el Capitulo VI, P4rrafo 12. Tiene tres rafces reales: dos positivas en los inter-
valos (1; ¥/2) y (3/2; 2) y una rafz negativa entre —4 y — 3. Supéngase que deseamos
calcular aproximadamente la rafz contenida entre 3/ = 1,5 y 2. Desde que la parte
entera es 1, podemos poner:

1+ —
x = —_—
10

donde a es un ndmero contenido entre 5 y 10. La ecuacién transformads en a puede
obtenerse en dos pasos: primero ponemos

z=142
169
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y luego

a
P o — -
10

La ecuacién transformada en z’ se encuentra mediante Ia regla de Horner, mventada
por €l precisamente en conexién con el cdlculo aproximado de Ias raices. En nnestro caso
los cfilculos necesarios se disponen como sigue:

1) 1

Lo &f= &
l-—eLq

|w‘n—-t¢"‘.—u—t°

1

y los nimercs subrayados son los coeficientes de la ecuacién en 2’:
3432 —4727 +1 =0.
Aqui debemos sustituir
a

T o=
10

Eliminando denominadores, Ia ecuacién resultante en g serd:

a* + 300’ — 400 a 4 1000 = 0 1]

y sus coeficientes se obtienen multiplicando los nGmeros 1; 3; —4; 1 del Esquema [I}
por 1; 10; 10%; 10°. La rafz de la ecuacién {1] se sabe que est4 contenida entre 5 y 10.
Para determinar la parte entera de a debemos buscar dos enteros consecutivos entre los
que esté contenida a. Con este fin sustitufmos sucesivamente en el primer miembro de
[1L a =5; 6; 7; 8; 9 y obeervamos los dos enteros sucesivos que dan resultados de signos
opuestos. El menor de ellos serd 1a parte entera buscada de 6. Encontramos que para

a=35;6;7.
los signos de los resultados son
—_— - 4.
Por lo tanto:
6<a<7
y podemos escribir
a=064 b
10’

donde b estd contenido entre 0 y 10. La ecuacién transformada en b se encunentra por
una nueva aplicaci6n de la regla de Horner, como sigue:
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6 1 30 —400 1000
6 216 —1104
36 —184 —104000
6 252
42 6800
6 my
480
, -
La ecuacién en b es:
b + 480 b* 4 6800 »* — 104000 = 0. i2)

Para encontrar la parte entera de b sustituimos en el primer miembro de {2}: b = 0;
1;2; ... ;9, y buscamos dos nfimeros consecutivos entre éstos que den resultados de sig-
nos opuestos. El ndmero de sustituciones, en condiciones desfavorables, puede Legar s
nueve, pero puede reducirse a la mitad mediante la siguiente cbservacién. Bustitufmos
primero b = 5; si el resultado es positivo es inGtil sustituir b = 6; 7; 8; 9; y =i el resul-
tado es negativo no hay por qué sustituir b = 1; 2; 3; 4. En este caso la sustitucién b = §
da un ntmero negativo, asi que es necesario continuar sustituyendo b = 6; 7; 8; 9. Camo
todas estas sustituciones dan resultados negativos, es indudable que la parte entera de
b es 9, y podemos poner

b=9+4—
- 10°

donde 0 < ¢ < 10. Otra aplicacién de la regla de Horner
9) 1 480 6800  —104000

9 4401 100309

489 11201 — 3191000
9 4482

498 1568300 (111 §]
° !

5070

1
demuestrs que la ecuacién en ¢ es:
& + 5070 ¢ + 1568300 ¢ — 3191000 = 0 9]

y para encontrar la parte entera de ¢ podemos proceder por tantecs como anteriormente.
Pero aquf concurre una circunstancia que facilita mucho el tanteo. Al examinar la ecuacifn
[3], es obvio que los términos

e + 5070 ¢,

para 0 < ¢ < 10 son considerablemente menores que los términos
1568300 ¢ — 3191000.
Despreciando por csta ras6n todos los términos excepto estos dos y considerando Ia
ecuacién de primer grado
1568300 ¢ — 3191000 = 0,
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es evidente que la rafz de esta ecuacién no diferird mucho del valor exacto de ¢ y presu--
miblemente tendrd la misma parte entera. Ahora bien, la parte entera de ¢ determinada
en la ecuacién abreviada es 2, y entonces ponemos:

d
=24 — ; 0<d<1
[ -+ 0 <d <10,

y buscamos la ecuaci6n transformada en d mediante Horner:

2) 1 5070 1568300  —3191000
2 10144 3156888
5072 1578444  — 34112000
2 10148 -
5074 158859200
2 1v]
50760

-

Como el ndmero subrayado en la dltima columna es negativo, tenemos la certeza de
que 2 no es mayor que la parte entera de ¢; tampoco es menor, pues la suma de los
ntmeros subrayados

1 4 5076 + 1588592 — 34112
es el resultado de sustituir ¢ = 3, y es positivo. Con respecto a la ecuacién en d, es:
d® + 50760 d* + 158859200 d — 34112000 = 0
y atin con mayor razén podemos suponer que la parte entera de d es igual a la parte entera

del cociente obtenido dividiendo 34112000 por 158859200. Esta parte entera es 0 y po-
nemos

[
d=04+—= ; 0<e<10,
RET) °

y loe coeficientes de la ecuacién en e se obtienen agregando a los ndmeros de las columna
2, 3 y 4 del esquema [IV] uno, dos y tres ceros respectivamente. Luego:

e + 507600 e* + 1588592000 ¢ — 34112000000 = 0.
La parte entera de ¢, determinada de acucrdo al método simplificado, es 2, y entonces

pondremos:

S
=24+-—; 0< 10.
e +10, f<1o

La ecuacién transformada en f se obtiene como anteriormente.

2) 1 507600 15885920000  —34112000000
2 1015204 31773870408
507602 15886935204  — 2338129592000
2 1015208
507604 1588795041200
2
5076060 V)
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J* + 5076060 f2 + 1588795041200 f — 2338129592000 = 0.

En este punto nos detenemos un momento, pues la continuacién del proceso llevaria
& ndmeros excesivamente grandes. Una de las caracterfsticas mds importantes del mé-
todo de Horner, y que no puede omitirse, es la asi llamada « contraccién », que sers
explicada enseguida. Debemos también mencionar que los célculos separados en [I),
{IT], [IIT), {IV]y [V] se combinan en un esquema compacto de la forms que se muestra

a continuacién y que no requiere una explicacién detallada.

1

6)

9)

2)

2) 0)

1 0 —7 7
1 1 —6
1 —6 1000
1 2 —1104
2 —400 — 104000
1 216 100809
30 —184 — 3191000
1 6 252 3156888
36 6800 — 34112000000
6 4401 31773870408
42 11201 — 2338129592
6 4482
480 1568300
1 9 10144
489 1578444
9 10148
498 15885920000
9 1015204
5070 15886935204
1 2 1015208
5072 15887950412
2
5074
2
507600
1 2
507602
2
507604
2
507606

1

En cuanto al valor de la rafz z resulta de la combinacién de las sustituciones

S+ a6+ ; b=0+
T T e 0’

d e
=2 — : d=0 —_— M =92 —
c=2+15 ¢ T =2t

c .
10’
f
10
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y puede en consecuencia, expresarse

=l — =y
z=1+ +1(r ot o e

J
z=l,69202+—1@

de manera que los nfimeros 1; 6; 9; 2; 0; 2 que aparecen a la izquierda del esquemsa
anterior son las cifras sucesivas de z. Atin mis, desde que 0 < f < 10, es evidente que

1,69202

es una aproximacién por defecto de z con cinco decimales exactos.

Problemas
Calctilese por el método de Horner:

3 3
l.ﬁoontmsdecimales. 2. V18 con custro decimales.
3 4
3. V3,89500ntmsdecimales. 4. Vmeonclmtrodecimnlm.

5. er)-contlmdecimales.

Calctilease con el método de Horner las rafces de:

6. 2 + 2* + z — 100 = O con tres decimales.

7.z +4z—1 =0. La rafs negativa con tres decimales.
8. 2 —3z 41 =0. Las rafces positivas con tres decimales.
9. 7* —4z 4 1 = 0. Las raices positivas con tres decimales.

Calctlense con tres decimales las coordenadas de los puntos de interseccién de las
curvas:

10. 24y =1 ; z-tyt =2. .4y =5 ; y=21+z
Calctlense con tres cifras significativas las rafces de:

12. 22 —302*+4+ 72+ 10 = 0. 13. 22— 502* 4+ 120z + 30 = 0.
14. 2 z* — 250 z* -4 500 z + 1000 = O.

15 2 — 12522 + 2002 — 300 z + 500 = O.

16. Una céiscara edférica de hierro, vacia por dentro, se hunde en el agua hasta la
profundidad de su radio exterior. Si el espesor de la cdscara es de 1 cm y el peso espe-
cifico del hierro es 7,5, Jcudl es el valor del radio exterior?

7. Resuélvase el Problema anterior suponiendo que la edscara, completamente su-
mergida, no se hunde hasta el fondo.

18. Una caja cibica abierta tiene paredes de hierro de 1 cm de espesor y se hunde en el
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agua hasta Ia mitad de su altura. Calctlense con tres cifras significativas las dimen-
siones externas de la caja, en cm.

19. La figura representa la seccién segtin su eje de un embudo cénico de hiexro que
flota en el agua, estando Ia parte XCY sumergida. 8i AA’ = BB =1 emy (a) CY =
=1/,CB; () CY = CB, jcufl es 1a sltura CD en cm?.

Hfganse los cflculos con tres cifras significativas. at B g

20. ;Hasta qué profundidad se hunde en el agua una
bola de madera si el peso especffico de 1a madera es 3/?

8 8-t

3. Contraccion. — Volvemos ahora al mé-
todo de <« contracci6én » mencionado al final del Gltimo parrafo. Si la
ecuacién [4] en f se divide por 10?, toma la forma:

0,001 7* 4 5076,06 f* + 1588795041,2 f — 2338129592 = 0.

Podemos suponer que la raiz de esta ecuacién cambiari muy poco si
se desprecian las partes decimales de los coeficientes y la relacién ante-
rior se reemplaza por:

01 + 5076 f* + 1588795041 f — 2338129592 = 0, [1]

que es una ecuacién de segundo grado. Sus coeficientes pueden es-
cribirse inmediatamente siguiendo esta regla que en esencia, es la
contraceién que deseamos explicar: No agregamos ceros en las co-
lumnas 2, 3, 4 sino que suprimimos 1, 2, 3 cifras a la derecha de
los nGmeros que se encuentran en las columnas 3, 2, 1 respectiva-
mente. Para calcular la raiz de la ecuacién [1], primero encontra-
mos su parte entera, toméindola igual a la parte entera del eocien-
te que se obtiene dividiendo 2338129592 por 1588795041. Siendo es-
ta parte entera igual a 1, ponemos:

f=l+-g— : 0<g <10,

10

¥ encontramos la ecuacién en ¢ mediante Horner:

1) 5076 1588795041 —2338129592
5076 1588800117

1588800117 — 749329475 [vi}
5076

158880513

5076
Esta ecuacién puede escribirse asf:
50,76 ¢g* + 158880519,3 ¢ — 749329475 = 0.
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Una vez despreciadas las fracciones, se la reemplaza por esta otra
ecuacién:
50 g* + 158880519 g — 749329475 = 0,

cuya raiz difiere muy poco del verdadero valor de g. Los coeficientes
de la tltima ecuacién se obtienen suprimiendo una o dos cifras a la
derecha en los nimeros del esquema [VI] que sc encuentran en las
columnas 2 y 1, respectivamente. La parte entera de g es 4, y ponemos

g=4+i ; 0 <h <10
10

calcul4dndose los coeficientes de la ecuacién en h de la manera acos-
tumbrada
4) 50 158880519 -—749329475
200 635522876

158880719 —113806599 [VII}
200

1588809189

La ecuacién en h puede cscribirsz entonces:

0,50 h? + 15888091,9 b — 113806599 = 0,

y se reemplaza nuevamente, despreciando las fracciones, por la ecua-
ci6n de primer grado:

15888091 h — 113806599 = 0, (2]

cuyos coeficientes se encuentran en el esquema [VII] suprimiendo la
dltima y las dos ultimas cifras, respectivamente, en las columnas 2 y 1.
Los esquemas [VI] y [VII] se combinan asf:

1) 5076 1588795041 —2338129592
5076 1588800117

1588800117 — 749329475
5076 635522876

1588805198 — 113806599
4) 5018 200

158880719
200

158880919

constituyendo la contraceién del método de Horner. El valor aproxi-
mado de h puede encontrarse ahora en la ecuacién [2] por divisién.
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Sin embargo, ¢s necesario saber con cuéntas cifras puede ser computado
el cociente. A este fin, la siguiente observacién general puede servir de
guia para decidir cudntos decimales de la rafz pueden encontrarse por
el proceso de contraccién. Examfinense cuéntas cifras hay en el nimero
que estd en la antedltima columna, obtenido antes de empezar =1 pro-
ceso de contraccién. Supéngase que haya N cifras; en nuestro ejemplo
N = 11. Si n es el grado de la ecuacién, réstese n + 1 a N; la dife-
rencia N — (n + 1), que en nuestro caso es 11 —4 = 7, da el nimero
de cifras que puede esperarse encontrar por el proceso de coatraccidn.
De acuerdo con esta regla podremos hallar, en nuestro ejemplo, siete
cifras de la rafz por contraccién; por lo tanto, A debe determinarse por
divisién con cinco cifras. Con este grado de aproximacién se encuentra:

h = 7,1630,
y el valor correspondiente de la raiz pedida es:

z = 1,602021471630,

con 12 decimales. En la parte regular del método de Horner el trabajo
numérico crece con cada nueva cifra hallada, pero en la parte de con-
traccién, por el contrario, el trabajo decrece en cada paso. La parte
regular es justamente como trepar una montafia: el esfuerzo crece a
medida que llegamos a la cima; por el contrario, la parte de contraccién
es como el descenso desde la cima: cuanto més bajamos, menor es el
esfuerzo que debemos hacer.

Hemos tratado nuestro ejemplo con todos los detalles necesarios
para explicar la parte esencial del método de Horner, pero atin quedan
por examinar dos puntos importantes. En primer lugar, resta por expli-
car c6mo efectuar la dltima divisién con un divisor grande de la manera
mds expeditiva posible y en segundo lugar, examinar més detenida-
mente la cuestién del error cometido al usar el proceso de contraceién.
En el Pirrafo 4 se daran las reglas del interdsante método de divisién
propuesto por Fourier y en el Pirrafo 5 examinaremos con detalle la
determinacién del error.

Problemas
Calctilense con el ndmero de cifras decimales indicado en cada,caso, las rafces de:
1. 22 —3 =0, seis decimales. 2. 228 —5 =0, seis decimales.
3. 22—z —1 =0, seis decimales.
4. 32— 72+ 22+ 5 =0, seis decimales.
5.628—72*4+ 10z 4+ 5 = 0, ocho decimales,
6. 28 4-42?—7 = 0. La rafz positiva con seis decimales.
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7. — 9z —9 = 0. La rafz positiva con ocho decimales.
8. 3* 4+ 42?—10 = 0. La rafs positiva con ocho decimales.
9.2 —T7z+4+7=0. La rafs negativa con ocho decimales.
10. x* —4z + 1 = 0. La menor rafs positiva con ses decimales.
11. * — 6z + 2 = 0. La mayor rafx positiva con seis decimales.
12. ¢ — 273 + 2* — 3 = 0. La raix positiva con ocho decimales.
13. 1 — 223 + 2 —z —7 = 0. La raix positiva con ocho decimales.
14. #* —722 4+ 622 + 7Tz — 11 = 0. La rafs negativa con ocho decimales.
15.2::‘-——3z'+7:’—12:+3=0}
Todas Ias rafces reales con seis decimales.
16. 70— 1622+ 2*—9z 47 =0
17. 2 — 2 +222—2z+1=0

}Todaslasmieesmalesconseisdecimahs.
18. 24+ 20 —7°—2224+z+1=0

Y% 4. La Division de Fourier. — Cuando hay que dividir un niimero
por otro con muchas cifras decimales, es ventajoso emplear el método de
divisién propuesto por Fourier. En el método de divisién de Fourier
un grupo o nimero pequefic de cifras del divisor, consistente, digamos,
en dos o tres cifras, se elige como divisor <« abreviado » y todas las divi-
siones se hacen con este divisor abreviado, tomfdndose gradualmente
en consideracién las restantes cifras del divisor para efectuar las asi
llamadas <« correcciones >. Supéngase que B es el divisor abreviado
y que Ias cifras siguientes son by, by, bs, .. .. de manera que el diviso
completo es

Bbo by bs ...
Sean también

€CoC1C2 ... cl’

1as cifras del cociente empleado en ¢l proceso de la divisién de Fourier.
Entonces, la « correccién » correspondiente se calcula con la férmula

boC- + blcﬂ—-l + o + b'cﬂy

de manera que las correcciones, luego de encontrar una, dos, tres, etc.,
cifras en el cociente son:

boco ; bacr + brca ; bocz +brer + b2co; - ..

Al comienzo estas correcciones puden ser computadas ficilmente en
forma mental; pero cuando se han determinado varias cifras del cociente,
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la mejor manera de calcularlas es la siguiente: escribanse en una tira
de papel las cifras del divisor que siguen al diviser abreviado, en orden
inverso, asi:

. bs b2 by be.

Coléquese la tira de manera que bo quede inmediatamente debajo de
la dltima cifra encontrada en el cociente y higase la suma de los pro-
ductos de los ndmeros que quedan uno sobre el otro. Esto puede hacerse
ficilmente sumando primero las unidades de estos productos, luego las
decenas si las hay, ete.

Para determinar la primera cifra del cociente dividase el dividendo,
suplementado si fuera necesario con tantos ceros a la derecha como
deseemos, por el divisor abreviado en la forma ordinaria. Agréguese al
resto la cifra siguiente del dividendo y del ndimero obtenido réstese la
primera correccién, que da el dividendo parcial corregido. Para encon-
trar la segunda cifra del cociente dividase este dividendo parcial corre-
gido nuevamente por el divisor abreviado y réstese la segunda correc-
cién, lo que dard el segundo dividendo parcial corregido. Al dividirle
por el divisor abreviado se obtiene la tercera cifra del cociente. Al resto
obtenido se le agrega la cifra correspondiente del dividendo y se resta
la tercera correccién, luego de Jo cual se procede como anteriormente.
Mientras luego de las correcciones no se encuentren nimeros negativos,
se puede continuar con esta marcha regular de las operaciones. Si, por
el contrario, aparece un numero negativo después de la correccién, es
signo de que la WGltima cifra encontrada en el cociente debe ser dismi-
nuida. Esto, cuando la tltima cifra y alguna de las precedentes son cero
causa un cambio en un cierto nimero de cifras del cociente. Supéngase
que cambien exactamente t cifras. Entonces, al nimero negativo que
resulte de la correccién se debe sumar

100B+b+bi+... +bia

y luego continuar como antes. Si en un cierto estado de la divisién de
Fourier es conveniente hacer un cambio del divisor abreviado B por un
divisor abreviado mayor Bb,, entonces debe hacarse su correccién como
de costumbre, pero en lugar de continuar con la divisién por B, se debe
agregar otra cifra del dividendo y hacerse una nueva correccién pero
con el nuevo divisor abreviado; luego se sigue con el procedimiento
regular empleando el nuevo divisor abreviado. Los ejemplos siguientes
servirdn para ilustrar el método de la divisién de Fourier %

Ejemplo 1. Se quiere hallar cinco cifras en el cociente de dividir 113806599 por 15888091
Las operaciones se disponen como se indica a continuacién; las obeervaciones expli-
cativas se dan a continuacién.
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YYrYyYvyy =\
113805699 15888091
105 1
88 72630
— 56 7 X 8 = 56 correeciébn
32
30
20

— 72 2X8+4+7X8 =172 correccién
— 52 (la cifra 2 demasiado alta)

6X84+1X84+7 X8 =112 correccibu

545
— 56 6X84+1X8-+7 X0 =56 correccién

489 La divisién continda con el divisor 158.
474
159
—135 3 X8+6X8+4+1X0+7X9 =135 correccién
249
— 40 0 X8+3X8+4+6X0+1X9+4+7X1 =40 correccién

209

Explicaciones

El primer divisor abreviado es 15. Habiéndose determinado 2 luego de la segunda
divisién y dando la correccién un nfimero negativo, se halla —52. Por lo tanto, sc cambia
2 por 1 y, como es la Gnica cifra que cambia, sumamos a —56 la cantidad

15 X 10 + 8 = 158

lo que da 106. Luego de encontrar 6 como tercera cifra, deseamos tomar 158 como nuevo
divisor abreviado. Con este fin se resta a 166 una correccién que llega a 112, lo que da
54. En lugar de dividir 54 por 15, se agrega la cifra siguiente 5 y de 545 se resta una
correccion de 56 correspondieate al nuevo divisor abreviado 158. El néimero resultante
se divide ahora por 158 y las correcciones siguientes se hacen correspondiendo al divisor
abreviado 158. El lugar de la coma decimal se determina por observacién directa, y el
cociente hallado con cinco cifras es:

7,1630 + .

Ejemplo 2. Determinar siete cifras del cociente de la divisién 26,73385 por 324,754813.
Como el lugar de la coma decimal se determina fdcilmente por observacién, nos des-
entendemos de la coma decimal y ordenamos las operaciones como se indica a conti-
nuacién, tomando al comienzo como divisor abreviado 32.
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14444 =\
2673385 324754813

256 8232010
113
Correccibn — 32
81
64
173
Correccibn — 64
109
96
138
Correceién — 66
72
64
85
Correccién — 71
140
Correccién — 101
390 Aquf cambiamos a un nuevo divisor.
Correccién — 46
344
324
200
Correcci6n — 65
135

Por lo tanto el cociente pedido es
0,08232010 4 .

La teoria completa de la divisién de Fourier es algo complicada;
por otra parte, ésta juega aqui sdlo un papel auxiliar y por esta razén
no nos extenderemos en mayores detalles. Sin embargo, debido a su
utilidad prictica, es imposible omitir algo mas, que es la aplicacién del
método de divisién de Fourier a la extraccién de rajces cuadradas. Para
dar un ejemplo supongamos que deseamos extraer la raiz cuadrada del
nimero 500. Se ve inmediatamente que la parte entera de la rafz es

22, y que de esta manera puede escribirse como 22 + z, donde 0 <z <1.
Entonces:

(22 + z)? = 484 + 44z + 2? = 500,
de donde
44 + 2% = 16

_ 1%
44 + 2



182 TEORIA DE ECUACIONES

Dividiendo 16 por 44 + z por el método de Fourier y tomando 44
como divisor abreviado podemos determinar la primera cifra del cociente,
la que serd inmediatamente escrita al Iado del 44, haciendo la corres—
pondiente correccion.

Se determina luzgo la segunda cifra de z y se escribe también en el
divisor y asi sucesivamente. En el caso en que la correccién dé negativa,
la dltima cifra, tanto del cociente como del divisor, debe ser disminuida
en 1. Esto puede afectar un cierto nimero de cifras, digamos ¢ cifras.
Luego, para continuar la operacién, debemos sumar al nimero negativo
10 veces el divisor abreviado més el doble de la sumsa de las 1 cifras o
le siguen o este nimero aumentado en 1, segin que 7 Sca © NO mayor
que la mitad del niimc:o total de cifras escritas en el cociente. Las cifras
restantes permanecen ias mismas que en la divisién ordinaria. Las ope-
raciones de nuestro e¢jemplo se disponen como sigue:

446 79 o
160 | 443606807739
132 79 49
280 | 3606867759
Correceién — 9
271
264 Continuacién
70 3620
Correceién —36 Correceién —144
340 3476
Correccién — 36 3122
304 3540
264 Correccién —168
400 3372
Correccién — 36 3122
364 2500
352 Correccién —241
120 2259
Correccién —120 2230
00 290
— 96 Correccién —270
o6 200
4 X104+23B +6) = 458 Correccion —263
362 — 63

Aqui cambiamos al
divisor mayor 446

Sin continuar m4s alld con la divisién podemos concluir que

v 500 = 22,3606797749 +.
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Problemas
Encontrar por Ia divisién de Fourier el cociente de dividir

1. 237,69 por 33,65459 con seis decimales. Usar el divisor 33 en tres divisiones y 336
luego.
2. 63,9878 por 24,85397 con seis decimales. Divisor 24 en cuatro divisiones y luego 248.

3. 3,173563 por 334,856921 con dies cifras significativas. Divisor 33 en cinco divi-
giones y 334 luego.

4. 180 por x con ocho decimales; x = 3,14159265358979. . .
Extracr las siguientes rafces cuadradas por el método de Fourier:
5. V2,185 con ocho decimales.

6. \3465,23 con ocho decimales.

7. ¥0,031429 con ocho decimales.

8. VY2 —1 con ocho decimales.

% 5. Estimacion del error. — Debemos examinar ahora el error
que se produce por el proceso de contraccién. La parte regular del
método de Horner nos lleva a representar la raiz de la ecuacién

2 —-7z+7=0,

con la cual trabajibamos, en la forma:

z = 1,69202 -*-.;f._,

10*
donde f es una raiz de la ecuacién:

0,001 f* 4 5076,06 /* 1+ 1588795041,2 f — 2338129592 = 0,
contenida entre 0 y 10. Esta ecuacién fué reemplazada, sin embargo, por
¢ (z) = 5076 z* + 1588795041 x — 2338129592 = 0,
cuya raiz, que se aproxima » f pero que no es igual, lamaremos fo. Es

necesario estimar la diferencia f — fo. Con este fin, nétese que la ecua-
cién en f puede escribirse asf:

¢(f) = _oxmlf _0)06.', _0)2.,-
Por otra parte: ¢ (fo) = 0, y asi
() —¢(fo) = —0,001 7 —0,06/* —0,2f.
Pero, por la férmula del valor medio que se enseiia en los cursos de
cdlculo diferencial:
o) —o(fo) = (F —1fa) ¢'(§),
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donde § es un cierto nimero comprendido entre f y fo. En consetuencia:
0,001 f3 + 0,06 > + 0,2 f
f _fU = ; s
¢’ (&)
de manera que la diferencia es ciertamente negativa, porque

¢’ (&) > 1,5 x 100

Por otra parte, desde que f < 10:

0,001 f* + 0,06 2 + 0,2f < (0,001 + 0,006 + 0,002) X 10° =
= 0,009 X 10° < 0,01 X 107,

y luego:

—%X10-°<f—fo<0. 11

’

Al mismo tiempo

z = 1,69202 +—f‘L+ f =1
108 10¢

Con respecto a fo, se tomé de la forma
g

fo =14+ =
10

donde g es una raiz de la ecuacién

50,76 ¢ + 158880519,3 ¢ — 749329475 = 0,

contenida entre 0 y 10. Pero esta ecuacién es rcemplazada por

fi(x) = 50x? 4+ 158880519 r — 749329475 = 0,

cuya rafz, préxima a g, puede llamarse g,. La diferencia ¢ — go puede
ser estimada de la misma manera que la diferencia f — fo; resulta que:
0,79

——— X108 <g —go <O0. 2
15 g go [2]

Al mismo tiempo podemos escribir

fo=14 2 4 9790,
10 10

Ahora

h
g =4 T —
’ 10

donde h, comprendido entre 0 y 10, satisface la ecuacién

0,50 »* + 15888091,9%2 — 113806599 = 0.
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Pero sustituimos a h por la raiz hy de la ecuacién
15888091 hy, — 113806599 = 0.

La diferencia h — ko puede estimarse como anteriormente y se en-
cuentra que

— 059 10 <h —ho <O0. (3]
1,5
Al mismo tiempo
hO h _ho
o 0T
y
4 h h—h _
fo=14+— 4+ 2 4 0,,_9 go
10 102 102 10
2160202+ L 4 2 4y P h=h g —g  f—fo
108 107 108 108 107 108

Por las desigualdades [1], [2] y [3] la cantidad

A=T=f 9 =9 h—h
10° 107 10

que representa realmente el error cometido por la contraccién, es nega-
tivo, y su valor absoluto es menor que

20 X 10712 + 017: X 1071 + 01559 X 1078 < L 458 X 10718 < 1078,

b 2 b 2
Puesto que ho X 10-% estd comprendido entre las cotas
z < 1,6920214716301
z > 1,6920214716299,

y tomando
z = 1,692021471630,

tenemos un valor aproximado de la raiz que difiere del valor real en
menos de 1072, Queda sohreentendido que el error cometido por la
contraccién puede estimarse en forma muy similar en cualquier otro
€aso .

6. Otro ejemplo. — Vale la pena ilustrar el método de Horner com-
pleto eon otro ejemplo.

Ejemplo. La ecuacién
#H—4z+1=0,
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tiene dos raices reales: una en el intervalo (0; 1) v otra en el intervalo (1; 2). Calcule-
mos aproximadamente la menor. Escribiendo

a
z=T0- ; 0<a<10,
Ia ecuaci6n para determinar @ se encuentra inmediatamente
a*— 4000 a 1 10000 =0

y se determina por tanteos que la rafs, que es menor que 10, estd contenida entre 2 y 3;
asi que escribimos:

b
a=2+— ; 0<b<10.
-i-lo <

Los cdlculos neceearios para encontrar la ecuacién transformada en b, asi como otras
ecuaciones que aparecen en el método de Horner, se muestran en el esquema siguiente:

2 1 0 0 — 4000 10000
2 4 8 — 7984
2 4 — 3992 20160000
2 8 24 — 19769375
4 12 "— 3968000 3906250000
2 12 14125
6 2400 — 3953875
2 425 16375
80 2825 — 3937500008
5) 3 5 450
8 3275
5 475
90 375008
5
05
5
1068
0 1

A esta altura comenzamos la contraccién, cuyos sucesivos pasocs cstin representados
en el esgquema siguiente:

9) 1 3750  —393750000 3906250000
9 33831  —3543445521
31 393716169 362804479
9 33912 —354311028
3768  —3y3682257 8493451
9 333
9) 37  —3%367802
1 333
—39367558
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Hasta este momento los decimales obtenidos son:
0,25099.

Loe decimales restantes se determinarfn por la divie.6n de Fourier. Desde que el n6-
mero obtenido en la columna 4 antes de Ia contracciéu, tiene 10 cifras, podemos contar

con encontrar 10 — 5 = 5 cifmas por contraccidn, y per elly Ia divisién se llevard hasta
tres cifras. El resultado es el siguiente:

8493451 | 3935755
2157

3

|

Jsul,elablzgleeloe

Luego, la rafs pedida es:
0.25099215 ,

y solamente resta examinar con mayor detenimiento el grado de aproximacién. Poniendo
z = 0,250 + i.
10
donde 0 < d < 10, se desprende que d satisface la ecuacién
0,0001 d* 4 d* + 3750 d* — 393750000 d + 3906250000 = 0.

En lugar de d sustitufmos, en realidad, Ia raix dy de Ia ecuacién

de* + 3750 dot — 393750000 d, + 3906250000 = 0.
En la parte de contraccién del proceso se encuentra que:
e
= - 0 1 ’
de =9+ 0 <e<10
donde e satisface la ecuacién
0,001 & 4 37,77 & — 39368225,7 ¢ + 362804479 = O,

pero en lugar de e tomamos realmente la rais e, de la ecuacién

37 e — 39368225 es + 362804479 = 0,
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Nuevamente:

J
eo=9+ﬁ; 0<f<10,

y f satisface la ecuacién

0,37 f* — 3936755,7 f + 8493451 = 0.

pero en lugar de f se toma la rafz f, de la ecuacién
— 3936755 fo + 8493451 = 0.

Ahora tenemos
fo

=0, 99
z = 0,250 +10°

+A,

donde
d—'do + e — € +f'—fo )

A=
104 10% 108

Los signos de las diferencias d — do, € — €0 y f — fo no se conocen ahora con certeza
y solamente podemos establecer que

0,0001
ld —do| < X 104
< 0,085 104
e —e
’ 3,9
f [< 0,48 X 107
fo 3,9
de donde
0,0132
jal < X 1078 < 3,4 X 1071,

3

de manera que el error cometido por contraccién puede afectar solamente el undécimo
lugar decimal y la aproximacién resulta mucho mejor que la sugerida por la regla répida
del Pérrafo 3. Por la divisién de Fourier se encuentra que

0,00000215747 < f(‘;. < 0,00000215748
y luego
0,250992157413 < z < 0,250092157582.
Tomando

z = 0,2509921575,

podemos estar seguros que el error no excede de 10719, en valor absoluto.

Problemas

Examinense cugntas cifras méds pueden hallarse por contraccién, habiéndose deter-
minado cuatro cifras significativas por el proceso regular de Horner.

1. 22—32+1 =0. Rafz entre 1 y 2.
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2. 22 —72+7=0. Rafz entre 1 y 1,5.
3.6 —T7z*+10z+5=0

4. 2'—4z+1=0. Rafz entre 1 y 2.
5. 2t — 223 4+ 2 — 3 = 0. Rafz positiva.
6.zt —2*+222—22+4+1=0.

7. E1 método de iteracion. — Quedan por considerar otros dos mé-
todos que se usan a menudo para calcular las raices: el método de ite-
racién (también llamado método de aproximaciones sucesivas) y el
método de Newton. Este iltimo es una forma particular de iteracién,
por lo que es conveniente ver éste primero. La idea del método es muy
general y puede aplicarse a una ecuacién dada en varias formas. La
ecuacién propuesta puede escribirse:

z=6(z),

en una cantidad de maneras distintas. Supondremos conocido que en
algin intervalo (a;0) la ecuacién tiene la rafz tnica -§ de manera que

E=0() y a<&<b.
Con respecto a la funcién 6 (z) supondremos al principio que es una
funcién creciente de z en el intervalo (g;b) y que, ademaés:
a<6(@) ; b>6(),

a—-0@@ <0 ; 6—60) >0.

Siendo & rafz unica en el intervalo (a;b) se deduce que
z—6() <0,
sia sz <§ y
z—6() >0,

si § <z = b. Sea ahora zo un nimero arbitrario = a y £ b. Toméndolo
como primera aproximacién de la raiz§ y calculando por sucesivas sus-
tituciones

21 =08(x0) ; Z2=6(x1) , Tz =0(z2) ;...
se genera una sucesién de niimeros
o , T1 , Tay - ..

Esta sucesién serd creciente con todos sus términos < & si zp < §&;
y serd decreciente, con todos sus términos > & si z, > & Para demostrar
estas afirmaciones, supéngase primero que z, < & Entonces:

T =8(Z0) >0 6 1 >0
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por otra parte:
6 (&) > 0(z0),

porque 6 (z) es una funcién creciente. Pero

0(8) =& y. 0(z0) =z,
luego
n <§&.

Por repeticién del mismo razonamiento, se demuestra que:
r>m ;22 <&
Supéngase ahora que zo > £. Entonces:
Zy =0(z0) <Zo 6 = < To;

Y, por otra parte:
5=0(8) <08(ze) ==
o sea
n > &.

Por repeticién del mismo razonamiento se demuestra que

E(zz <z.

La sucesién
To ;L1 ; T2;...

va sea creciente o decreciente, necesariamente tiende a un limite, y este
limite, suponiendo la continuidad de 0 (z), no puede ser otro que la
raf{z § a la cual es posible aproximarse de esta manera en forma indefi-
nida por ambos lados.

Ejemplo 1. La ecuacién
#»—22—5=0

tiene una rafs entre 2 y 3. Puede ser escrita en la forma:
3

z=v2z+5= 0 (z),

y todas las condiciones enumeradas anteriormente se satisfacen: 8 (z) es una funcién cre-
ciente y
6(2) >2;6(3) <3.

Tomando z¢ = 2 como primera aproximacién y haciendo uso de tablas, calculamos
1a sucesién de aproximaciones a Ia rafz & habiéndose tomado cada némero escrito a con-
tinuacién, aproximado por defecto.

n =208 zs = 2,00452
z, = 2,002 z¢ = 2,004546
z; = 2,0041 z; = 2,0045506

zs = 2,0044 s = 2,0945513 .



CALCULO APROXIMADO DE LAS RAICES 191

Por otra parte, comenzando con Ze = 3, encontramos las siguientes aproximaciones,
cada una ligeramente mayor que su verdadero valor:

n =223 zs = 2,00463
ze = 2,115 z¢ = 2,00457
z2 = 2,09777 z; = 2,094555
z4 = 2,09503 zs = 2,0045520
zy = 2,0045516 .
Luego:
2,0945513 < § < 2,0945516,

y asf
£ =2,004551,

con seis decimales exactos.

Ejemplo 2. Consideremos la ecuacién trascendente
2* =42,
que tiene una rais entre 0 y 1. Cuando se escribe en la forma
z =272
se cumplen todas las condiciones para la iteracién. Comenzando con z4 = 0 y usando

tablas de logaritmos de cuatro decimales, encontramos la sucesién de aproximaciones
crecientes, habiéndose tomado cada una aproximada por defecto:

n = 0,25 z, = 0,3088

2 = 0,29 z; = 0,3096

z: = 0,305 z¢ = 0,3098
z; = 0,3099 .

Similarmente, podemos encontrar una sucesién de aproximaciones decrecientes comen-
gando con z, = 1. Al comparar los resultados, encontramos que la rafs pedida es muy
cercana &

13 = G,3099.
La Gltima cifra, naturalmente, no es muy cierta, desde que todos los célculos han
gsido hechos con tablas de cuatro decimales.

Una ecuacién de la forma
z = 6(z) ’
que tiene una sola raiz entre a y b puede siempre resolverse por un pro-

ceso conveniente de iteracién si su derivada 0’ (z) para a <z < b se
mantiene en valor absoluto menor que un ndmero fijo p < 1, es decir si

[0(x) | <e <1,
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para ¢ =z s b. En efecto, la misma ecuacién puede escribirse en la
forma equivalente

z=ow(),
donde
0(z) = z+0@
2
Abhora

14+ 6 (2) >1—p

o' (e) = 2 2

para a sz s b y luego w(z) es una funcién creciente en el intervalo

(a; b). Por otra parte, la derivada de f(z) = r — o (z) es

1 —¢ 1 —
(@ P

I (@) = 5 5

>0,

y siendo positiva, f (z) es una funcién creciente que toma el valor 0
solamente una vez en el intervalo (a;b), es decir para z = &, siendo §
la Gnica raiz de la ecuacién

z=90(2),

entre a y b. Por lo tanto
f@ <0 ; f®) >0
a<w() ;b>wd).
Luego, la iteracién aplicada a la ecuacién
z=w(2),

convergera, ya sea que comencemos con Zo =a 6 zo = b. En los pro-
blemas se encontrarin mds observaciones referentes a la convergencia.

Problemas

1. Si |0’ (z)] <p<1lparaa=z=b la ecuacibn z = 6(z) no puede tener mds
que una rafz entre a y b. Si se tiene tal rafz § y z; = 0 (z0), mientras que @ S zo S b,
demostrar que

|21 — &) < p|zo—E]|.

SuGesTION: 21 — & = (z0 — &) 6’ (n), donde y estd contenido entre zo y &.

2. Siz =0 (z) tiene unarafz Eentrea y b, |8’ (x) | <p<lparaga =2z <bylas
primeras doe aproximaciopes
Zo y 21 =0 (20)

pertenecen a (a; b), entonces todas las aproximaciones subsiguientes s, z3, ... per-
tenecerdn a (a;b) y
[zn —E[ < o™ |zo—E].
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Atdn mé4s, las aproximaciones serdn alternativamente mayores y menores que § si 6’ (z) < 0
en todo el intervalo (a; b).

Calctlese por iteracién las rafces de las siguientes ecuaciones, con cuatro cifras de-
cimalen:

3
3.28—2z—2=0. Escribase z = Y22z +2 o0 z = ,1/ 2+3. 4Cuél es la mds
z

vepntajosa?
4. 28— 10z —5 = 0. Escribase z = ,‘/10+i.
z

1

z?

5. 28 —3z2—1 = 0. Escribase z =3 +

10
6. 254+ 22—100 = 0. Escribase t = ——— 6 z 2

= —
‘\,z+1 +:t’+5£+20

3
—— 1
7. 28 4+ 22 4+ ¢ — 100 = 0. Escribase z =‘V100—:1:’—a: 6z =4+—L—~
22452 +4+21

Calcidlense con cinco cifras decimales las menores rafces positivas de las signientes
ccuaciones:

x4+ 1
8. x*— 6z 4+ 1 =0, Escribase x = 5

o +1
9, z*—3z+ 1 =0. Escribase z = ;_

2+ 28 4 2t + 210

10. 210 4 74 + 28 —10x 4+ 2 = 0. Escribase z = m

1l.z=1———- 12. 22 —22—10z+1 =0.

* Cuando una rafz de una ecuacién F (z) = 0 quede encerrads en un intervalo sufi-
cientemente reducido (a; b) donde los valores extremos A y B de la derivada F” (z) no
son muy diferentes, el proceso de iteracién puede ser considerablemente acelerado escri-
biendo la ecuacién c¢n la forma

2

T =2

El factor 2 (A + B)™! puede ser reemplazado ventajosamente por una buena aproxi-
macién en términos pequefiog obtenidos por medio de fracciones continuas. Apliquese
esta observacién para calcular con cinco cifras decimales las rafces de las siguientes ecua-~
ciones:

4
*13. 2 —d4z+1 = 0. Raiz entre 1 y 2. Higase: 2=z —19/3 (z —V 4z —1).

3
*14. x3—4z°—z+3 = 0. Rafzentre4 y 5. Higase: z =z — /3 (z-—\/ 42 4+z—3).

10
*15 22 + 12— 100 = 0. Hédgase z==x——5/7(z—-v—-)
z+1
1—q -5 - : 1—Q —15
*16 2 = _(_l(-){-_x)_ Hé4gase :v=x—8/s(x——(loii—)‘
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1—(1 —3
*17. z = —(-—l-s-tj)-—— Hégase z =z —1/7 (z

18. x = /2 ¢%. Higase z =z —3/4 (z —/2¢7%).
19. 2z = ¢=. Higase z = z — /11 (zx —¢™®).
20. z 4+ 1 = 10%. Hégase z =~ z — '%/7 (z + 1 — 10%).

1 —(i + z)"% .
- 15

21. z* = 100. Hégase z =z + 2 —zxlogz.

22.z =1—Y08enz.

z+4+1—senz
2

24. z = cos z. Higase £ = z —3/g (z — cos z).

23. z+s8enz = 1. Higase z =

25. senz = !/3z. Péngase £ = */3 + yyescribasey = y — 55 (y + /2 —2cosy).

26. z = tg z. Menor rafz positiva. Higase z = = + arc tg z.

z +arctgl/z
2

-

27. ztgz = 1. Menor rafs positiva. Hdgase z =

8. Método de Newton. — El método de Newton para aproximar
rafces puede ser considerado como una forma particular de iteracién.
La ecuacidén propuesta f(z) = 0 puede escribirse de la forma

R X CO
f (2
0 sea
z = 6(x),
con
S (2)
0 — —— ————
==

Para examinar en qué condiciones las sucesivas aproximaciones que
parten de z,

21=0($0) 5 x2=6(x1) 5 x3=0(x,);...

convergen, supondremos que:

1. En el intervalo (a;b) la ecuacién f (z) = 0 tiene una rafz.
2. Ni f' (z) ni f” (z) se anulan en este intervalo. Calculando la de-
rivada 0’ () se encuentra

o (z) = I (@) [ (x) .
[ (2)?
Desde que f’ (z) no cambia de signo entre a y b, la funcién f(z) o
bien es creciente o bien decreciente; y como se anula para z = &, los

valores extremos f (a) y f(b) deben ser de signos opuestos. Por otra
parte, el signo de f”’ (z) no cambia, de manera que f’ "(a) y f" (b) tienea
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¢l mismo signo; por lo tanto: f{a) "' (a) y f(b).f” (b) tienen signos
opuestos: uno de estos niimeros es positivo y el otro es negativo. De
los puntos extremos del intervalo (a;b) llamaremos « a aquel en el cual
F (@) y f” (z) tienen el mismo signo, llamando @ al otro extremo, de
manera que z =a, B = b si

S(@).f"(a) >0

ya=b, 3 =asi

f@®) . @) >0.

De la expresién de la derivada 8’ (z) es evidente que cambia de signo
solamente al pasar por £ = §. En consecuencia, entre a ¥y § el signo
de 6’ (z) es el mismo que para z = a, as decir, positivo por la eleccién
de a. Ahora, si @ = a, en el intervalo (a; §) la funcién 6 (x) es creciente,
desde que su derivada es positiva v al mismo tiempo

J (a)

8a) —a = ———— > 0.

f' (a)

Nuevamente, si @ = b, 18 funcién 0 (z) es creciente en el intervalo
(§;0) v

b
o) —b= -2 g
f®
Aun més, 6 (z) es continua en (a;b) de manera que las condiciones
de convergencia de un proceso itcrativo tal como se enumeran en el

Parrafo 7 quaedan cumplidas si comenzamos con la primera aproximacién
xo == «. Las aproximaciones sucesivas

f@ . f(a
—_—  ;, @2 o)
/(@ 1 (@)

G = & —

estarin todas del mismo lado de la raiz & cada una més préxima a ella
que la precedente, y convergerdn hacia dicha rafz. Estas conclusiones
se hacen intuitivas al considerar la curva y = f ().

Como la segunda derivada y'’ no se anula en el intervalo (a;b) esta
curva es céncava hacia arriba o hacia abajo, de acuerdo a que 3"’ > 0
6 ¥ < 0. En las figuras (a), (b), (¢) y (d) de la pagina siguiente, los
puntos A y B del eje de las z tienen abscisas £ = a y = = b. Para
valores de z contenidos entre a y b la curva y = f (z) estd representada
por el arco PXQ que intersecta a y = 0 en el punto X cuya abscisa es
OX = & Ep el caso de las figuras (a) y (b), y e ¥’ tienen el mismo sig-
no en Q. La tangente en este punto est4 representada por la ecuacién

y—f®) =) (@=—0b),
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y corta a ¥y = 0 en el punto 7 de abscisa

p 1@
7 ®)

Nétese que T estd del mismo lado de B con respecto a X, pero méas
préximo a X que B. En los casos de las figuras (¢) y (d), y e y'’ tienen el
mismo signo en P. La tangente en este punto estd representada por la
ecuacién

oT =

y—f(a) =f" (o) (z —a),
y corta a ¥y = 0 en el punto T de abscisa

f(a)
S (@)

OT =a—

(¢)

Nuevamente, T estd mds préximo a X que 4 y estd situado del mismo
lado. Estas consideraciones intuitivas confirman las conclusiones pre-
viamente alcanzadas y sugieren también la consideracién del punto de
interseccién de la cuerda PQ con el eje z. Si este punto es U, estd en el
lado opuesto de T con respecto a X y m4s cercano a éste que A y B
respectivamente. Como la ecuacién de PQ es

y=1@+19=T@ (),
b—a
la abscisa del punto U ser4:
U=a———f£a)—-(b—a)= 1) (a —b),

b — I\
f®) —f(a) fa) —f(®)
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y tarabién puede ser representada por

J(8)
=g —— 2 _(p—a).
T TE R
La doble desigualdad
o < §<f
a > &> B,

segin sea @ = a 6 @ = b, da una estimacién del error cometido al calcular
la segunda aproximacién de la raiz por el método de Newton.

Si las cotas a; y 81 estdn todavia muy separadas, el medio méis préic-
tico para seguir adelante es: sea a’ 1a menor de estas cotas y b’ la mayor.
Estidiese la diferencia b’ — o’ y supéngase que la primera cifra decimal
significativa ocupa el l-ésimo lugar. Entonces, reténgase en a’ y 4’ sola-
mente | decimales. Sean a’’ y b” los nimeros obtenidos de redondear
o y b en esta forma. Evidentemente a’’ es menor que &, pero b” puede
ser mayor o menor que este nimero. En consecuencia, determinase pri-
mero por sustitucién si b’’ es mayor que £ o no. En el primer caso higase
a =a"; b =b’, y en el segundo caso, a; = b’ ;b = b’ + 10~. En-
tonces el intervalo (a;;b;) contiene a &. Partiendo de este intervalo
héllense cotas mAs restringidas ae, @: en la misma forma en que fueron
determinadas @, 81 a partir de (a;b). Entonces, con @z, 8. repitase el
procedimiento aplicado a a;, f1 ¥ continlese de esta manera mientras
sea necesario para llegar al grado de aproximacién deseado. Luego de
unos pocos pasos de este tipo, la convergencia se hace muy répida,
pero no nos detendremos a estudiar este punto.

Bjemplo 1. Calculemos por este método la rafz de la ecuacién
f@) =2*—3z+1=0,
que estd comprendida entre 1 y 2. La derivada
S (z) =8z*—3,

ge anula para r = 1, asf que estrictamente hablando el intervalo (1; 2) no satisface las
condiciones supuestas. Sin embargo, ya que

JH=—1; f7Q1) =6,

son de signos opuestos, tenemos que tomar « = 2 y observamos que en el intervalo (§; 2)
la primera derivada no se anula. Con « = 2; 8 = 1, encontramos

o =2—39=166+ ; & =125,

de manera que a; y P se redondean a

1,6y 1,2.
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Al sustituir 1,6 se encuentra que
F(1,6) = 0296 ; f(1,6) =468
fQ,2) = —0,872

0,296 v,872
=‘l,536— y Bc_='1,2+—1—1€§-0,4=1,498+.

> ’

az = 1,6 —

Estos niimeros se redondean a 1,4 y 1,53 y al sustituir se encuentra
S (1,83) = —0,008423,

de manera qug 1,53 es menor que la rafz. Por lo tanto, tomamos a; = i,53; b = 1,54
y coatinuamos asf:

f(1,54) = +0,032264 ; f'(1,54) =4,1148

f(1,53) = —0,008423 ;

32264 8423

=154 —— = 1,53216 — ; B~ 153
@ = LY — a0 3 P * 0687

= 1,63207 4.

Sin llevar las aproximaciones m4s adelante, podemos concluir que tomando:

£ =1,5321.
10 cometemos un error que exceda en valor absoluto a 1074, El paso siguiente darfa aproxi-
madamente cerca de ocho decimales en la rafz. Por supuesto, el intervalo (1;2) con el

cual hemos comenzado es demasiado amplio y siempre es aconsejable encontrar por
tanteo, como en el método de Horner, uno o dos decimales en la raiz.

Ejemplo 2. Hallar aproximadamente la rafz de la ecuacién
z = 107=.
Si tomamos logaritmos decimales en ambos miembros esta ecuaci6n se reemplaza por
f@) =x2-logz =0,

y por tanteos se encuentra que su rafz estd contenida entre 0,3 y 0,4. Las derivadas

M
J ) =1+ — M = 0,434295
x
M
77 (@) = — ,
x')

no se anulan en el intervalo (0,3; 0,4). Con la aproximacién que permiten las tablas
de logaritmos de seis decimales, se encuentra que

£10,3) = —0,222879 ; f' (0,3) = 2,44765
1(0,4) = + 0,002060.
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Por ser la segunda derivada negativa, tomamos « = 0,3; § = 0,4, y entonoes

222879
x -0,3+2——=0,391 + ; Bi=04—

= 0,3991 —.
44765 399

"224939
Estos ndmeros se redondean a 0,391 y 0,399. Probando 0,399 ge encuentra que
£(0,399) = — 0,000027 .
Por consiguiente debemos tomar a; = 0,399; b = 0,400. Luego:
7(0,399) = —0,000027 ; f'(0,399) = 2,08846;
1 (0,400) = 4,002060 ;

0,399 + Ll 0,3990129 + ; @ = 0,400 200 107 = 0,300013
a = U, —_— =1, « ; = U, — = U,0% .
! 208816 2087 X

Por lo tanto, con !a aproximacién que puede lograrse con tablas de seis decimales, la
rais pedida es:
£ = 0,399013.

Problemas
Aplfquese el método de Newton a las ecuaciones:
1. 22—3z+1 =0. 2.2 +422—7 =0.
3. 2*—T72z+4+7=0. 4. z2*—4z+1=0.
5. 2% = 4 2. Higase zlog2 —logz —log4 = 0.

k3
6.x—senz--§—. 7. 2t —logz = 3/s.

8. z = cosz. 9. x* = 1000.

10. ;Para qué dngulos centrales el arco de circunferencia es de longitud doble de la
cuerda subtendida en el arco?

11. Si el 4rea de un sector de cfrculo estd bisectada por su cuerda, jcuél es el &éngulo
al centro?

12. Una cuerda determina un segmento igual a la tercera parte del &rea del cfreulo;
Jeudl es el 4ngulo al centro subtendido por la cuerda?

13. Un tronco cilindrico de madera de peso especirico 2/ flota en el agua. A qué pro-
fundidad se hunde?
* 14. Determinese ¢l menor ndmero « tal que la desigualdad
1
e—'lz é —_—
1 4z
se cumpla para todo z positivo.

* 15. Escribiendo una ecuacién f(z) = 0 en la forma
f(2)
V£ (@

=0,
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y aplicando el método de Newton, se obtiene la siguiente férmula para la segunda aproxi-
macién:

e T@I@
I @ =" @ @)

Demuéstrese que la derivada del segundo miembro es siempre positiva si f (z) tiene
sblo rafces reales. Por lo tanto, demuéstrese que la iteraci6n siempre converge indepen-
dientemente de cémo se elija la primera aproximacién. Si la primera aproximacién se
elige entre dos rafces consecutivas « y § de la derivada f' (z), ]a iteracién converge y
muy répidamente a la rafz de f(z) = 0 que queda entre a y §. Examfnese la cuestién
de )a rapidez de la convergencia en la proximidad de la rafz. Apliquese este método
& los ejemplos:

@zx2—3z4+1=0 ; b 2—72z4+7=0.

4Qué proceso de iteracién resulta en el caso de una ecuacién z" —a = 0?



CAPITULO IX

DETERMINANTES Y MATRICES

1. Determinantes de segundo orden. — Las expresiones conocidas
como determinantes tiene su origen natural en la resolucién de sistemas
de ecuaciones lineales con dos o més inedgnitas. Supongamos que tenc-
mos que resolver el sistema de dos ecuaciones

az +by =0
[1]

a2z + ba y

Ce

con incégnitas r e y. Para ello podemos tratar de combinar estas ecua-
ciones para eliminar y 6 z. Para eliminar y, las ecuaciones [1] se multi-
plican, respectivamente, por b: y — b, v se suman los resultados; usando
como factores — az y a; vy sumando se eliminard x. Las ecuaciones, una
s6lo en z y otra sélo en y, obtenidas de esta manera, son:

((11 bz — Qg bl) r =0 bz - Co b1
(2]
(@b —asby) y = coay — ¢y as.

Por la manera en que se obtuvieron las ecuaciones [2] se satisfacen
para los valores x, y que satisfacen al sistema [1], de modo que todas
las soluciones de este sistema se encuentran entre las soluciones del
sistema [2]). Notemos ahora que en ambas ecuaciones [2] x e y tienen el
mismo coeficiente

ay bz — Q2 b1

¥, si este coeficiente no es cero, los dnicos valores de = e ¥ que satisfacen
las ecuaciones {2] son

(2 bg —Czbl . CaG1 — €1 Q2
T=— ; y=— . (3]

albz—‘azbl a1b2 —azbl
Por lo tanto, si ésos son los tnicos valores de las incégnitas que pueden
satisfacer al sistema original [1], puede verificarse por sustitucién que
z e y en la forma dada por [3] satisfacen también a las ecuaciones [1].
Examinando las expresiones [3] notamos que = e y aparecen como frac-

ciones con denominador comuin

a; bz — a2 b1 .
201
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Esta expresién se llama determinante del sistema [1] y se indica con

el simbolo

a b
= albz —azb1.

az bz

Examinando los numeradores de las férmulas [3] se ve inmediata-

mente que también son determinantes
a b @ O

=c1 by —c2by = @, — a3 C1.

c; b az C

En consecuencia, x e y quedan expresados como cocientes de los de-
terminantes

, a b a ¢

_ Co bz . _ az Cg

T = ‘ a, bl ’ y - a, bl 1 [4]
asg bz as b2

En el determinante
a; b1 i

Qas bg

. ay 1

tenemos dos filas a;, by y az, be y dos columnas "y ; az, by, as, bs
Qg 2

se llaman elementos del determinante. Los determinantes de los nume-

radores se obtienen reemplazando en
a b |

Qs bz

los elementos de la primera y segunda columnas por ¢ y ¢, respecti-
vamente.

Por medio de las férmulas [4], las soluciones del sistema dado pueden
ser calculadas f4cilmente siempre que el determinante de este sistema
no sea cero. Los casos que pueden presentarse cuando este determi-
nante es cero se examinardn mds adelante al referirnos a la resolucién
general de los sistemas de cuaciones lineales con cualquier nimero de
incégnitas.

Ejemplo 1. Si queremos resolver el sistema
7z—3y=1 ; 6x+5y =3,
aplicando las férmulas (4), calculamos los determinantes:

7 =3 1 -3 7 1

= 53; = 14; = 15

6 5 3 5 3
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y dividiendo los dos witimos por el primero, hallamos:

14 15
T =— = —.
53 53
Problemas
Resolver por determinantes
1. 6z + 2y =25, 2.5z—3y =1,
7z 43y = 20. 424+ 7y =5.
3.10z— 7y =1, 4. 212+ 13y =1,
15z — 11y =2, 524 3y =1
S.0z+@+1 1 6. —— +—2 =2
. oz + (a =1, . =2a,
)y a+b a—b
atz + (a*— 1)y =a. z—y =4ab.
7. —— =1, 8.3z—4y =2uay,

4r—5y =3ay.

uew LR
<o e |w

2. Polinomios con varias variables. — Considerando las letras
ay, by, a, b2 como indeterminadas o variables, vemos que el determi-
nante

a b1
= alb2_a2b1,

az 2

es una funcién racional entera o un polinomio de cuatro variables a;,
bl, Qas, b,.

No sélo en la discusién de los determinantes sino también més ade-
lante, tendremos ocasién de tratar con funciones racionales enteras o
polinomios de varias variables, y es necesario explicar qué significado
se da a estos términos. Siendo las letras x, y, z,... variables o indeter-
minadas, una expresién de la forma

Az=ybar ...
donde A es una constante numérica y los exponentes «, 8, v, ... son
enteros positivos, se llama monomio de variables z, y, z, ..., siendo 4

su coeficiente. Monomios semejantes son aquellos en que los exponentes
de las mismas letras son iguales. Una expresién que consta de varios
monomios vinculados entre sf por los signos + 6 — se llama funcidén
racional entera de variables z, ¥, z, ... o polinomio en z, y, 2, ..., mien-
tras que los monomios que lo componen se llaman términos. Todo poli-
nomio puede escribirse de modo que los monomios que lo constituven
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no sean semejantes; tal forma puede llamarse forma reducida. En los
ejemplos siguientes:

r—2y ; Prayt+y -2y +2l—y+1,

tenemos polinomios de dos variables presentados en forma reducida..
Las expresiones

?+yP+Pf—6bay: ; BPyt+yet+da ; 22292+ +y + 2,

son polinomios de tres variables, y en la misma forma pueden escribirse
ejemplos de polinomios de cuatro o mds variables. Dos polinomios con
las mismas variables se consideran iguales si, presentados en forma re-
ducida, sus términos semejantes son idénticos. Noétese que escribiendo
términos con coeficiente cero, o por el contrario, eliminando éstos, el
polinomio no cambia. Un polinomio es idénticamente nulo si los coefi-
cientes de todos sus términos son cero. Se consideran conocidas de
los cursos elementales de 4lgebra la suma, resta y multiplicacién de
polinomios. Los polinomios de varias variables se clasifican de acuerdo
a su grado. La suma de los exponentes de las variables en un monomio
constituye el grado. El grado médxime de los monomios que componen
un polimonio que no sea idénticamente nulo es el gradoe del polinomio.
Asf los polinomios

2 +axty —3x +y+1 ; 2yl otz 2ty —o + 4y,

son, respectivamente, de tercero y cuarto grado. Un polinomio se llama
homogéneo de grado m si todos los momentos que lo constituyen tienen
el mismo grado m. Asi, los polinomios

z+2y —3z ; 2*—zy +y: ; P+ at+ 4 —32%yz,

son polinomios homogéneos de primero, segundo y cuarto grados.

Los polinomios homogéneos son llamados a menudo expresiones. Las
expresiones de primer grado se laman expresiones lineales; las de se-
gundo, tercero,... se llaman expresiones cuadriticas, chbicas, etc. La
expresién lineal general de variables, z, y, 2, ..., v es

ax +by +ez+ ... + b,

donde a, b, ¢, ..., Il son constantes. A menudo, al operar con funciones
racionales enteras de varias variables, se presta especial atencién a algu-
nas de estas variables, por ejemplo: z, y, ...,t y la funcién se escribe
como un polinomio en , ¥y, ...,t cuyos coeficientes son polinomios.
en las restantes variables. También aqui podemos hablar del grado de
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osta funcién con respecto a las variables elegidas, o del grado general
si es homogéneo. Asi, la funcién racicnal entera en cuatro variables

zz + yt,

es lineal y homogénea con respecto a z, y y también lo es con respecto
a 2, {. Del mismo modo

zzy + 2 + (22 + 1) 2,
es homogénea de segundo grado con respecto a z, y; escribiendo la misma
expresién en la forma

2+ @ 4y e+ e,

podemos decir que es de segundo grado en z, ¢, pero no homogénea.

Problemas
1. ;Cudles son los grados de los siguientes polinomios?
(@) zyz + 22y + 2z 4 1. ) 22y +y*z + 6x2yta.
(¢) 22+ 1Y) (28— 1) + 2292 (d) (22 —zy)rx — 7422
2. ;Cudles de los siguientes polinomios son homogéneos y cuiles no lo son?
(a) z* + y* — 3 zya. G B2+ +22y—3azy.
(¢) 2 —6zty? + 24 — 2 2 2 42 (@) 2 + ¥ + 28 — B zyz.

3. Demostrar que un polinomio en z, y, z es divisible por (x —y) (z — 2) (y — 2)
siseanvla para x =y, 2 =2, y =2

4. Hallar un polinomio homogéneo de cuarto grado en las variables z, y, z que se anule
para z =y, x =z Yy =z y tome valores 1, 2, 3, respectivamente, para

r=—1, y= 1, =z= 0,
z = 1, y=—1, z= 0,
T = 0, y= 1, z=—1.

5. Demostrar que z3 + y® + 22 — 3 xyz tiene un factor z + y + z y hallar el otro
factor. Demostrar que este jactor no puede anularse para valores reales de z, y, 2 excep-
to cuando z =y = z.

3. Propiedades caracteristicas de los determinantes de segundo
orden. — Volviendo al determinante

a by
= albg —'agbl,

22 b2

se advierte a primera vista que es una funcién de las variables a;, by,
az, by y tiene las siguientes propiedades:
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1. Ordenadas las variables en un cuadro
(o o)
asg b2
llamado matriz, el determinante es una funcién lineal homogénea de
los elementos de cada fila de esta matriz.

2. El determinante se anula si dos filas son idénticas.
3. Para la matriz especial
10
(0 1)

el determinante toma el valor 1.

Veremos shora que con estas propiedades queda totalmente caracte-
rizado el determinante de segundo orden.

Establezcamos ahora el problema méds general de hallar todas las
funciones racionales enteras de cuatro elementos de una matriz

ay bl
a; b )
que poseen las dos propiedades siguientes:

1. Son funciones lineales homogéneas de los clementos de cada fila.

2. Se anulan si dos filas de la matriz son idénticas.

Por la primera propiedad la funcién que buscamos debe ser de la
forma:

Aay + Bby = F (ay, by, az, by) ,
y 4 y B son, a su vez, expresiones lineales y homogéneas en ay, bs:
A = Cray + Cobe B = Dya; 4+ D3 b,
de modo que

F (a1, by, a3, bs) = (Craz + C2by) ay + (Draz + Daby) by, {11

de coeficientes Cy, Cz; Dy, D, independientes de ai, by; as, b;. Reempla-
zando ai, by; as, by, respectivamente, por a1 + az; by + be; as + a3, be + by,
tendremos, por la segunda propiedad

F(ay +a: , b1 +b:,a+a,b+b)=0,
porque dos filas de la matriz

(al+a2 b1+b2)
a +a; by + by ’
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son idénticas. Por otra parte, por ser F una funcién lineal homogénea
con respecto a los dos primeros argumentos, tenemos que:

Flay 4+ a2, bi+ b2, aa+ar, ba +b) =
= F (a1, by, as + a1, b + by) + F (ag, be, az + a1, b2 + by).
Teniendo en cuenta que F también es lineal y homogénea con res-
pecto a los dos dltimos argumentos, tenemos:
F(ay, by, a2 + ay, by + b1) = F (a1, by, g, b2) + F (a4, b1, a1, b))
F (ag, by, a3 + ay, by + b1) = F (ag, by, as, by) + F (as, by, a1, by).

Pero, aplicando nuevamente la segunda propiedad

F(al, b1, as, b1) =0 y F((lz, bg, Qs, bz) = 0,

en consecuencia
F (aly bl; [423 + al) b2 + bl) = F (alj bl) a2; b2)
F (ag, by, 02 + a1, b2 + by) = F (as, bs, a1, by)
y
F (al, bl, Qag, b2) + F (a27 b.'!, ay, bl) =
= F(a; + ag, bi + by, 02 + a1, b2 -+ b)) = 0,
o sea
F (a1, by, az, b)) = — F (as, bz, a1, by) (2]
Esto significa que F cambia de signo cuando dos filas de la matriz
de la que depende se intercambian. Por [1]
F ((11, b1, as, bz) = (Cl as + Ciby) ay + (Dl ay + D, b2) bl)
F (asg, by, a1, by) = (Ciay + C3by) az + (Dray + Dby bs,

que combinadas con [2] conducen a la identidad:
(Cras + C2by) a1 + (Diaz + D2 by) by =:
= - (Clval + C'_)b1) as — (D1a1 -+ Dzbl) bz,

y de esta identidad se desprende que:
C;=0, D.:=0, Cp= —D.
Sustituyendo C; =0, D; =0, 2 = C, D, = —C en la expresién
de F tendremos

F (a3, by, ag, bs) = C (a1bs —asby) = C
Qs bz

ay -b1 l
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y en consecuencia todas las funciones de la matriz
( ay bl )
as b2
que satisfacen las propicdades 1 y 2 difieren del determinante

ay b1 ‘

asz bz

sé6lo por un factor independiente dc las variables ay, 01; as, b2 En par-
ticular, si ademds de las condiciones 1 y 2 la funcién que buscamos
toma el valor 1 para la matriz especial

10
(0 1)
serq 1déntica con el determinante antes mencionado.

Todas las propiedades de los determinantes de segundo orden sc
deducen facilmente si los consideramos como funciones de una matriz
que satisfaga las propiedades caracteristicas 1, 2 y 3. M4s adelante
discutiremos desde ¢l mismo punto de vista las propiedades de los de-
terminantes en general, y aqui ncs limitaremos a demostrar cémo puede
establecerse facilmente el teorema de multiplicacién para determinantes
de segundo orden.

Sean dos determinantes:

Dl _ ay b1

C1 dl!

[¢2) b2 Ca dz

Sumando los productos de los clementos de cada una de las filas de
D, por los elementos correspondientes de las columnas de D., formamos
un nuevo determinaate

arcy + bic: ardy + bide
az¢; ++ b2c: azdy + beds

D=

El teorema de multiplicacién de determinantes establece que:

D = Dl.Dz.

Para demostrar estc teorema consideremos ay, by; @z, by como variables.
Entonces D es una funcién lineal de la matriz

(o o)
Qa b?
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homogénea en los elementos de cadsa fila, que se anula cuando dos filas
son idénticas. En consecuencia

D=¢C

ay b1
az bg

donde C no dcpende de las variables a;, b;; a2, bs. Para la matriz

(o 1)

D se reduce al determinante

C d1 - Dz
Cy d2
y a b se hace 1o =1
Qas bz 1
Por lo tanto:
C =D,
y
D= D] Dz )
como deseibamos demostrar.
Problemas

1. Verificar las siguientes propiedades de los determinantes:

a+e b a b e b
(a) = .
c+f d c d S d
at+e b+g a b e b a g ]
®) - + :
c+f d+h ¢ d J d c hk J A
2. Verificar la identidad:
acx+bpB+cy ad+bdbp +ey
al @ + bl B + c,T al al + bl BI + cI T,
a b a f a ¢ a7 b ¢ g T
= + .
al bl al BI al cI al 7I bl ‘.J Bl T'

Hégase uso de las identidades del Problema 1.
3. Deducir del Problema 2 que:

@+t @ +yr 42 = (z2' +yy +e2) +
+ @y — 2P + (22’ — 2 2 + (y' — ¢’ 2)>
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4. ;Qué identidad similar a la del Problema 2 puede hallarse para el siguiente deter-
nante?

ax+b3+cy+d3 ad+bp+cy +d¥
da+bdp+cy+ds dd+VYF+Y AV

5. Demostrar que:

P+1Q —R+1S
R + 18 P —iQ

z+ity —z+at ' — 1y 2t —at’

2+ it x—1y — —at '+ iy

donde
P=zxz'+yy +22' + 8 ; Q= —ay 4y’ + 2 —t,

R=—zdd +yt' —z22' —ty ; S=—zat' +ys —zy L+ tz'.
Dediizease, de allf, la identidad de Euler:
@+y+2+) @+ Y+ 22+t = (@' +yy +2 i)+
+ (zy —yx —at + )+ (@ —yt’ + e +ty') + (ot —y2' + 2y — 2
4. Los determinantes como funciones de las matrices. — Como

hemos visto, los determinantes de segundo orden pueden ser expre-
sados como funciones de matrices de la forma

a b1
as bz
que poseen ciertas propiedades caracteristicas. Nada nos impide genera-

lizar estas consideraciones. En lugar de una matriz de cuatro elementos
podemos considerar una matriz de n* elementos

[¢51 b1 1 ... ll
asg bz Co lz
a, b, c., l,

ordenados en n filas y n columnas, y buscar todas las funeciones racionales
cnteras de los n? elementos de esta matriz, considerados como variables,
que poseen las tres propiedades siguientes:
1. Son funciones lineales homogéneas de los elementos de cada fila
de la matriz.
2. Se anulan idénticamente si dos filas de la matriz son idénticas.
3. Toman el valor 1 para la matriz especial
1 0 0...0
01 0...0

0 0 0...1



DETERMINANTES Y MATRICES 211

cuyos elementos son todos ceros excepto los de la diagonal principal,
que son iguales a 1.

Veremos que existe una sola funcién racional entera que satisface
estas exigencias, y esta funcién se llama determinante de n? elementos
o de orden enésimo, y se lo representa con el sfrabolo

a b1 ... 11
as bz Ce lz
a, b. c. L

5. Determinantes de tercer orden. — El método para la solucién
del problema general enunciado en el parrafo 4 se entenderd mejor si
consideramos primero el caso particular de n = 3. Serd conveniente adop-
tar una notacién especial para los elementos de la matriz. En lugar de
usar letras e indices diferentes para distinguir clementos y filas dis-
tintos, usaremos la misma letra con dos fndices, por ejemplo: a;; indi-
cando el primer fndice el nimero de la fila (de arriba hacia abajo) y
¢l segundo indice el nimero de la columna (de izquierda a derecha)
en que se encuentra la letra. Asf, en el caso de n = 3 la matriz sera:

Q11 Q2 Qi3
Gz (G2 Qg3
Q31 Q32 Q33
Las filas de esta matriz se designarin con las letras R, R», B; y un
simbolo tal como R; + R: representari una fila compuesta de los zle-
mentos
ay + @ ; Gzt G2 ; Qi3+ Qg3
Designaremos con ¢! simbolo
F (Rl, Rz, Ra) ]
la funcién de los nueve elementos ay; (7,7 = 1, 2,3) que satisface las
condiciones 1, 2 y 3 del pdrrafo 4. Partiendo de la propiedad 1 y 2 puede

demostrarse que esta funcién cambia su signo si dos filas R se intercam-
bian de modo que

F (Rs, Ry, Rs) = — F (Ry, Ro, Ry)
F (R3, Ry R1) = — F (R, Ry, Ry) (1]
F (Rl, Rs, Rz) = — F (Rl. Rz, Rz)

Siendo la demostracién la misma en todos los casos, basta probar
la primera de estas identidades. Consideremos la funcién

F(Ri+ R, R: + R, , R;).
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Por ser F una funcién lineal y homogénea de los elementos de la pri-
mera fila de la matriz, tenemos:

F(Ri+ Ry, R+Ri,R)=F(Ri, Ro+ By, Rs) +
+F(R2)R2+R1,R3)-

Ademsés, siendo F lineal y homogénea con respecto a los elementos
de la segunda fila, tenemos:

F (R R: + Ry, Rs) = F (Ry, Ry, R3) + F (R4, Ry, R;)
F (Rs, R: + Ry, R;) = F (Rs, Rs, Rs) + F (R, By, Rs)

v

o

F (R1 + Rz, Rz + Rl, Ra) =F (Rl, Rz, Rs) + F(Rz, Rl, Ra) +
+ F (Ry, 81, R3) + F (Rs, R, R3) .

Por la segunda propiedad, F se anula cuando dos filas son idénticas,
por lo tanto:

F(Ry + R;, R: + Ry, Rs) = 0, F(Rl; Ry, Rs) =0,
F(Rs, R3, R3) = 0.

Debido a ésto, las identidades precedentes se reducen a:
0= F(Rl, Rz, Rs) + F(R2: Rl: R3)
F (Rz, Rl, Rs) = —F (Rl; R2y R3) )

como deseibamos demostrar.

Ademés, siendo F lineal y homogénea con respecto a los elementos de
cada una de las filas Ry, B;, Rs estard constituida s6lo por términos de
la forma

Au. 8.7 C14 Oag A3y,

donde A, 4, es independiente de los elementos a;;, y donde los indices
«, B, y pueden tomar los valores 1, 2, 3. Usando el signo de sumatoria,
F puede escribirse asf:

F =2ZA.4,y G1a Qzg a3y,

y queda por ver qué otras condiciones deben reunir los coeficientes
A, g ; para que se cumpla la condicién 2. La condicién 1 se satisface
independientemente de los valores de estos coeficientes. Las identida-
des (1] se desprenden de la condicién 2 y, reciprocameante, la satisfacen.
Basta, por lo tanto, que:

F (Ry, Ry, Ry) = Z Aq,p,1 G1a G2p 03y,
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satisfaga las identidades [1]. Ahora:
F (Rs, By, Rs) = X Aq, g,y G2s G oy,

.0 bien, poniendo « en lugar de § ¥ @ en lugar de @, lo que puede hacerse
puesto que « y B toman los mismos valores:

F (Rey Ry, Rs) = Z Ag,q,y Q1a G2g Gay .
Aqui también «, @, v estda comprendidos entre los valores 1, 2, 3.
Asi:

2 Ag oy Qral2p G3y = — 2 Ay, g,y Qaa Q2g Gsy,

y esta identidad implica que:

Ag oy = —Aapy. (2a]
En la misma forma

Ay ga= —Auspy, (2]

Agy g = —Agp - [2¢]

Si dos de los indices «, 3, ¥ son iguales, el coeficiente correspondiente
serd cero. Porque si, por ejemplo, « = @, tenemos por [2a]

Aa.a,r = —Aa.a,'r-

s decir: 4,4,y = 0.

Por lo tanto, en la expresién de F sélo aparecen los términos corres-
pondientes a distintos valores de «, @, v; « 8 ¥ debe ser una de las seis
permutaciones de ios nimeros 1, 2, 3. Estas seis permutaciones son

123 213
231 321
312 132

y, por [2a], [2b] y [2¢] entre los coeficientes correspondientes existen
las siguienies relaciones:

Az,1,3=‘A1,2,3; A2,3,1=“‘A2,1,3=A1,2,3;
A3,2,1= —A2,3,1= —Al,z,a; A3,1,2=—A3,2,1=A1,2,3;
Ay s, 0 = — Ay 03,

de modo que los cinco coeficientes pueden ser expresados por el sexto.
Haciendo, para abreviar:

Ay, 03 =0C,
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tendremos:
Ay, = Az 5,10 = A5, =0C,
Az, 1, 8 = Az,z,x = A;, 3,3 = —‘C,
y .
F=¢C (an Qap Q33 -+ Q12 G23 @31 + Qas Go Gaz — Oz d2; B3z — Qa3 Gae G3y —
— Gy Qa3 Gsa) -

Tal es la expresién general de las funciones que satisfacen las éondi-
ciones 1 y 2. Si, ademés, F toma el valor 1 para la matriz particular

1 0 0
01 0},
0 0 1

considerando que la expresién por ia que estd multiplicado C toma el
valor 1 para esta matriz, es evidente que C = 1. En consecuencia,
existe sélo una funcién racional entera de nueve elementos ay, que
satisface las condiciones 1, 2 y 3, que es:

Q11 Q22 @33 + G2 G23 31 + G1s Gn Gsz — Giy Gz (33 — Gas Q23 Gy — Gy G33 O3z .

Esta expresién se llama determinante de nueve elementos o d2 tercer
orden y se representa por el simbolo

Gy Gz G
Gn QGn G2 |.

G; Gy G3z

No desarrollaremos aqui las propiedades del determinante de terces
orden, pero es muy ficil estudiarlos en el caso general de determinanter
de cualquier orden. Nos concretaremos a dar una regla mnemotécnica
para la formacién de los términos del determinante de tercer orden,
que vale sélo en este caso particular. Para eseribir los seis términos del
determinante

ax bl (4]
as bz Ca
as bs C3

formamos una tabla
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y tomamos los productos de los elementos de las diagonales descen-
dentes con signo + y los de las ascendentes con signo —. El conjunto
de los seis términos asi obtenidos:

a1bacs+ bicsas +crasbs —asbicy —baczai—c; a2 by,

serf el determinante

a b] Cy
a: bs
as ba C3

Por ejemplo, el valor del determinante

1 2 3
3 1 2
6 4 5

hallado por esta regla es:
5+244+36—18 —8—-30=9.

Problemas
Las siguientes propiedades valen para los determinantes de cualguier orden y serén
comprobadas m4s adelante de maners general. Para determinantes de tercer arden pueden
ser verificadas facilmente.

1. Demostrar que:

a; b Gy az a3
a: be ezt = [ B b s
a: b o ct €2 €3

{Cémo puede expresarse en palabras esta propiedad?

2. Demostrar que:

ma; mb  me a b a

nay nh: ne| = mnp (62 b o

pa  pbs pa a b oo
¥ que

ma; nb  po a b o

ma: nbs por}l = map la b eaf.

ma; nbs  pes a b a
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3. De acuerdo a lo establecido en los Problemas 1 y 2, demostrar qué:

0 a b
—a 0 ¢|=0.
—b ¢ 0
4. Demostrar que
a+d b oa a b o d b a
a:+d; bs 2] = ]as by 2 + |d2 b2 e
a3 +ds bs ¢ a; b; ¢ ds by ¢

¢Cudles son los resultados correspondientes si la primera columna se deja invariable
pero by, by, bs (6 o1, ¢z, c3) se reemplazan por by + di, b + ds, bs +ds (6 &1 + di, ¢ + ds,
¢s + dy)? (Existe una propiedad similar con respecto a las filas?

5. Demostrar que un determinante de tercer orden no varfa si a los elementos de una
fila (o columna) cualquiera se le suman los elementos de otra fila (o columna) multi-
plicados por un factor arbitrario.

6. Demostrar que

@1 2 3 i1 2 3
2 3 4| =0. 3 4 5] =0
3 45 5 6 7
7. Demostrar que
@ (1 1 1 1 0 0 1 0 0
3 4 2] =73 1 —1|=|[8 —3 0
51 6 Is —4 1 5 —4 1
®|1 6 7 1 6 2 ~3 0 0 1 00
2 3 5|=3|23 1|=3|—220]=18|1 —1 0j.
41 7 411 4 1 1 4 1 11
8. Demostrar que
1l 1t 4+a 14 be
1 14ad 140bd] = 0.
1 14ae 1+bde
9. Demaostrar que
1 a a? 1 a O
1 b | =@0®—a)(c—a)|0 1 b

01 ¢
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10. Un determinante puede desarrollarse por los elementos de una fila o columna
cualquiera. Por ejemplo

3% b] [5]

b: ¢ a ¢ a: b
a b | =a —b + a

bx C3 as Cs as b:
a; b cs
a b o

a: C: a O @ O
a: by | =—b + b: — bs

a ¢; as ¢ a; C2
as bs ¢

En estos desarrollos los elementos de una fila o columna estdn multiplicados por de-
terminantes de orden 2 tomados con signo + 6 —, que se obtienen eliminando la fila
y la columna a las que pertenece el elemento que se considera. Hallar una regla para
determinar cudndo se usa un signo + y cuéndo —. Estos desarrollos disminuyen rdpi-
damente el orden de un determinante en el que todos los elementos menos uno en una
fila o una columna son ceros.

11. Utilicese el método indicado en el Problema 10 para hallar el valor numérico de
los determinantes (a¢) y (b) del problema 7.

12. Demostrar que
(a) 1 a a

1 b b =(c—a)(c— b (b—a).

b 1 a at
1 b B3| =(—a)lc—b®d—a)(@+b+oc).

1 ¢ ¢

13. Hallar el valor numérico de los determinantes

@ {2 10 7 ®) jiIo 5 4
5 3 1. 8 11 7
7 2 4 6 12 14

14. Demostrar que

—a z c|==z@+a+b4cY).

6 Permutaciones pares e impares. — Para explicar un determi-
nante de orden superior, el procedimiento a usar es totalmente andlogo
al empleado en el caso de determinantes de tercer orden, excepto que
serd necesario expresar algunas propiedades de las permutaciones, que
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en ese caso particular no eran tan necesarias como lo son en el caso
general. Sean los nimeros 1, 2, 3, ..., n escritos en orden creciente

1 2 3...n.
Este se llamard orden natural. Colocando estos enteros de modo que

el primer lugar sea ocupado por 7, el segundo per 7., el tercero por s,
etc., tenemos una permutacién

i! ’i: ’1:3 i..
Asi
6 51 3 4 2,

es una permutacién de seis ndmeros 1, 2, 3, 4, 5, 6. E! nimero de per-
mutaciones de n nimeros es:

1.2.3...n =n!

Lucgo, ¢l ndmero de las permutaciones de 2, 3, 4, 5, 6, 7 nimeros
e, respectivamente:

21= 2;3!l= 6;4'= 24;
5t = 120 ; 6! = 720 ; 7! = 5040.
Intercambiando en una permutaci6n
172 0. Tglgtl --- 25 --. In,

dos elementos i, e 73 ¥ dejando los otros elementos en sus lugares, pa-
samos & otra permutacion

l'l...'ip...i,...‘i,.,

que resulta de la anterior por una transposicién de 7, e 7.
Toda permutacién puede obtenerse de la permutacién

1 2 3...n,

en la que los elementos estan colocados en orden natural, por una serie
de sucesivas transposiciones. Por ejemplo, la permutacién

7 6 8 3 5 1 4 2
puede obtenerse de

1 2 3 4 5 6 7 8,
realizando sucesivamente las siguientes transposiciones: (a) 1 y 6; (b)
2y8(c)3y4;(d) 4y 7;(e) 6y 8;(f 7y 8 También puede obte-

nerse por otra serie de transposiciones: (@) 1 v 4; (b) 1 y 7; (¢) 2 v 8;
@3y8;(0)6y1;(H6y4;(@b6y7;(R)6y3
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En general hay una infinita variedad de formas de pasar de una per-
mutaciéon & otra por una serie de sucesivas transposiciones. Pero es im-
portante establecer que el nimero de trarsposiciones usado para ello
es slempre par o impar, no importa qué transposiciones se empleen.
La prueba de este hecho puede basarse en la nocién de inversion. Si en
una permutacién

Tt B2 - .. Tuy

un elemento i, es seguido por un elemento menor, decimos que hay
unsa inversién relativa a i, y a ese elemento. El mimero de elementos
que siguen a i, ¥y que son menores que él, da el nimero total de in-
versiones relativas a 1,. El niimero de inversiones relativo a todes los
elementos de una permutacién puede llamarse el {ndice I de esa permu-
tacién. El indice es un nimero completamente determinado por la
permutacién. Considerando, por ejemplo, la permutacién

76 8 531 4 2,

contamos
Nimero de inversiones relativas a

- OWNROT,D
W LD 00 O N

FEl indice de la permutacién es, por lo tanto:
I=64+5+56+24+3+0+1=22.

LEMA: S7 en una permutacton
fh t2 ... Us,
dos elementos i, e i3 se transponen, el indice varfa en un nimero tmpar.
DEMOSTRACION: Supongamos primero que tg siga inmediatamente a

ie, de modo que @ = a + 1. Al contar el nimero de inversiones es con-
veniente dividir la permutacion en tres partes:

’ilig... i,,‘ N ia‘i,.*.l ) T:,+2... ’L',..

Sea A el nimero de inversiones relativo a la primera parte, y Bel
relativo a la tercera parte, siendo P y @ los mimeros de inversiones
relativos & 7, € 7,41 Entonces:

I=44+B+P+9.
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Luego de transponer i, € 7,41 tenemos otra permutacién, que estd a su
vez dividida en tres secciones;

il 2 ... i,_l ¥ 1f¢+1 1:., ; 1'¢+2 e ’i,..

Su indice I’, lamando P’ y Q' los niimeros de inversiones relativos a
Tatl € Lq, €81
I'=A +B+ P +¢q'.

Sean M y N los nimeros de elementos de la seccién
Tadb2 + oo In,y
respectivamente menores que ¢, € ,4+1. Entonces:
P=M;Q=N,
en caso de que 7, < tat1, ¥
P=M+1;Q=N,
en caso de que 7, > tp41. Similarmente
P=N+1;Q =M,
en caso de que i, < i,41, ¥
PP=N;Q =M,
en caso de que 7, > 7441. Por lo tanto:
P+Q—(P+@ =16 —1,
segin sea iy < fg+1 O 7a > 7,41, ¥, €n consecuencia:
I''=TI+1,
es decir, el indice crece o decrece en una unidad luego de transponer
dos elementos consecutivos.
Supongamos ahora que los elementos transpuestos no sean consecu-

tivos y sea ! el nimero de elementos entre ellos.
Entonces, de la permutacién

’[1...?:(,...’[.5...2'",

pasamos a la permutacién

P P A

por las siguientes transposiciones de elementos consecutivos: (a) I trans-
posiciones de 7, con elementos consecutivos, que lo colocan antes de ig;
(b) una transposicién que coloca a 7, en la posicién ocupada por 74, y
asi 75 precede a 7,; (¢} ! transposiciones de 73 con los elementos inmediatos
que lo llevan al lugar anteriormente ocupado por ¢,. El pasaje de una
permutacién a la otra se cumple asf por 2 + 1 transposiciones sucesivas
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de elementos consecutivos, y puesto que en cada transposicién aumenta
o disminuye el indice en una unidad, el indice de la permutacién

. o%gee.Ta.n tn,
difiere del de la permutacién
T veelagenelpees bny

en un ndimero impar, y de esta manera queda demostrado el enunciado.
Supongamos ahora que la permutacién

D1 T2 .. T,
se obtiene de
12 ... n,

por r transposiciones. Por ser cero el indice de la tltima permutacién,
y puesto quz las r transposiciones provocan incrementos impares 2 ky + 1,
2hs+1,..., 2h, + 1, el indice I de la permutacién

i iy ... i,
seré
I=r+2M+h+ ... +th)y=r+2h.

Por lo tanto, r serd par o impar segtn sea I par o impar. Las permu-
taciones que resultan de 1,2 ... n por un nimero par o impar de trans-
posiciones se llaman, respectivamente, permutaciones pares o impares.
La permutacién resultante de una permutacién par, por una transpo-
sicién, serd impar, y viceversa. Es ficil demostrar que entre las n! per-
mutaciones de 1,2,3 ... n hay igual nimero de permutaciones pares
e impares. Llamamos R y R’ los nimeros de permutaciones pares e im-
pares respectivamente. Transponiendo los dos primeros elementos de
cada una de las B permutaciones pares, resultan R’ permutaciones impares
distintas; por lo tanto R’ =z R. Pero, razonando en la misma forma
R = R’, en consecuencia debe ser R’ = R. Siendo n! el nimero total
de permutaciones, hay

Ln !
2
permutaciones pares e impares.

Supongamos que

Ail. 2, ...8p

es una cantidad que depende de n indices distintos 71, 7, ..., %, cada
uno de los cuales debe ser uno de los nimeros 1, 2, ..., n de modo que

11 7:2 e i,.,

es una permutacién de estos nimeros. Supongamos ademés que cada
una de las n! cantidades posee la propiedad de cambiar su signo si se



222 TEORIA DE ECUACIONES

transponen dos fadices cualesquiera, sin variar su valor absoluto; en
otras palabras, supongamos que:
A,'l, e N TRERT R —A,;l, eegdpy sy ig ety tge [1]
Sea I (i1, 1%, ...,1%s) el indice de la permutacién 14y, 7s, ..., in. Por el
lema demostrado anteriormente

(__ l)I (S12 880 oy S

también satisface la condicién {1] y, en consecuencia

A"LQ’ . ’"/(_ 1)1 [CHTR £ MU ¥}
no cambia si se transponen dos indices cualesquiera. Desde que todas
las permutaciones resultan de 1,2, ..., n por sucesivas transposiciones,

se deduce que el cociente aaterior tiene el mismo valor para todas las
permutaciones. Llamando C a este cociente, tendremos

A.‘l, i) - -y iy = =x C,
tomando este cociente el signo + 6 — segin que la permutacion i, #, ..
..., 15 Sea par o impar.
Problemas

1. Hallar el nimero de inversiones en cada una de las permutaciones

(@ 68175324; () 213987654;
(¢) 376125849.

2. ;Cudles de las siguientes permutaciones son pares y cudles impares?

(@) 631254; () 192837465;
(¢c) 7156324.

3. Demostrar que la permutacién 1 6 5 3 2 4 puede obtenerse de 1 4 53 6 2 por un
n@imero par de transposiciones.

4. Escribir todas las permutaciones pares y todas las impares de los elementos 1, 2, 3, 4.

7. Determinantes en general. — Sera facil dar ahora una defi-
nicién general de un determinante de orden n. Sea

a1 a2 ... Qip
gy Qge ... Q2n
Gpl Qn2 ... Qan

una matriz de n? elementos a;; distribufdos en n filas By, Rs, ..., R, ¥
n columnas C, Cq, ..., Cn. Por conveniencia de razonamiento elegimos
la notacién de los elementos de dos indices, lo que indica claramente la
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fila y la columna a las que pertenece el elemento. Considerando estos n?
elementos como variables, nos proponemos el problema de hallar todas
las funciones racionales enteras de ellos que satisfagan las tres con-
diciones siguientes:

1. Deben ser lineales y homogéneas en los elementos de cada fila de
la matriz.

2. Deben anularse idénticamente cuando dos filas sean idénticas.

3. Toman el valor de 1 para la matriz especial

1 0...0
0 1...0
0 0...1,

en la que a; =1 vy a;; =0 para j »= 1.

El examen del problema demostrard que hay s6lo una funcién que
satisface estas condiciones. La funcién que buscamos puede indicarse
convenientemente por

F(Ry, Ry, ..., Ry).
En primer lugar, vamos a demostrar que
F(Ry..,R, ...,Rs...,R)) = —F(Ry,...,Ry...,Ro,...,Ra) [1]
de modo que F cambia de signo cuando dos filas R,y R; se trasponen.
Consideremos la funcién
F(Ry,...,R.+ Ry ...,Rs + R,y ..., Ry).
Por ser idénticas las filas R, + Kz y Rs + R., tenemos:
F(Ry,...,R. +Rs,...,Rg +R,,...,R;) =0. {2]

Por otra parte, por ser F lineal y homogénea en los elementos de
cada fila

F(Riy .. .,Ri+Rs...,Rg + Ry, ..., Ry) =
=F (R, ...,Rey ..., Bs + Rey ..., Rn) +
+ F(Ry, ...,Rg, ..., Rg + R, ..., Ra),
y por la misma razén:
F(R,..,R, ...,Rg+ Rs ...,R;) =
=F(R, ...,Reqy ..., Ry ..., Rp) +
+F(Ry,...,Ray...,Rqy ..., Ry)
F(R,...,Rs...,Rg+ R.,...,Rn) =
=F(R,...,Ry ...,Rg, ..., Ry) +



224 TEORIA DE ECUACIONES

Considerando la ecuacién {2] e identidades similares como ser:
F(Ry,...,Rsy ..., Re, ..., Ry) =
= F(Rl, ...,Rg, ...,Rg, ...,Rn) = 0,

encontramos:

0=F(Ry...,Ray...,Rp) ..., Ra) + F(Ry,...,Re, ..., Ray .., Ru)

que es equivalente a la ecuacién [1]. Reciprocamente, suponiendo que
se satisface la ecuacién {1)], se deduce que:

F(Ry...,Ray...,Ray ..., Rp) =0.

Es decir que las condiciones 1 y 2 juntas son equivalentes a la condi-
cién 1 y que F se transforma en — F cuando se transponen dos filas.

En virtud de la condicién 1 la funcién pedida consistird de términos
de la forma

Agyir .. yin 018,02, - - - Gniy
donde los indices 41, 73, ..., ¢, toman independientemente los valores 1,
2,...,n y donde
Aix.‘i. senrin

es un coeficiente independiente de las variables a;. Podemos escribir:

F (RI, R:, ey Rn) =2 Aix, 9 eearin Q153 A24y - o« Cniy o [3]

Por transposicién de las filas B, y R, tenemos:

F(R1 ...,Rg, ...,R., ...,R,,,) = EA,'I,,',_.,,{,,ah‘. e QRig - - Cai

a...a,,;n

o, reemplazando ¢, por 73 y reciprocamente, lo cual es permitido puesto
que tanto 7, como ¢ toman los mismos valores:

F(Ry, .. ,Rg...,Rey...,Ra) =Z Aii. ...igr..rias ...,inGlis Q2is - - - Guip [4]

Comparando las ecuaciones [3] y [4] y teniendo en cuenta la identidad
[1] llegamos a la conclusién de que:

A 1y

= Ay ey iy ooy iy o i (5]

ceey gy vy '.3’ cesyipn

para dos indices cualesquiera « y @ distintos tomados entre los nimeros
1,2,...,n.
En caso de que 7, = 75, de [5]

Ag, ...

I S 0

y esto significa que en [3] se encuentran sélo aquellos términos que
corresponden a valores distintos 4, ?s, ..., t,, siendo 4y, %, ..., 9, una
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permutacién de los ndmeros 1, 2, 3,...,n. De [5] y de acuerdo con
lo enunciado al final del péarrafo:

Ain By ey ing — ES c
donde el signo es + 6 — segin que 1y, 1, ...,7n Sea una permutacién

par o impar. Asi, todas las funciones F que satisfacen las condiciones
1 y 2 son de la forma

F=C32X2 + Ay A1y ... Qi

donde la sumatoria se extiende a todas las permutaciones de los indices;
el signo =+ se elige en la forma indicada y C es una cantidad indepen-
diente de los elementos de la matriz. Ahora para la matriz especial en
1a que a;; = 1 y a;; = 0 si j 4, la suma se reduce a un término

Ay Aoy ... Ay = 1,

y, por otra parte, si se satisface la condicién 3, F toma el valor 1, siendo
en este caso C = 1. Asi, si se cumplen todas las condiciones:

F = 2 + @y, Q24 .. Anin y

estando la sumatoria extendida a todas las permutaciones 1,2, ...,n
y para cada permutacién el producto

A1y A2y « o o Aniy

tomado con el signo + 6 — seglin que la permutacién sea par o impar.
La suma representada por F se llama determinante de enésimo orden
o determinante de los n? elementos a;; y se representa con el simbolo

a1 Az ... Q1p
Q21 Q22 (227
Ap1 Qg2 (22

A veces se usa la notacién abreviada
l (20 |

que no debe ser confundida, por supuesto, con el valor absoluto de la
cantidad ay,.

El nimero de términos del determinante de orden n es el mismo que
el nimero de permutaciones de n objetos, es decir nl, y la mitad de ellos
estd precedido por el signo + y la otra mitad por el signo —.

8. Propiedades de los detéerminantes. — Puesto que el ndmero
de términos de un determinante crece muy ripidamente con su orden,
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la resolucién directa de determinantes basada en su definicién es im-
practicable; pero en muchos casos puede efectuarse, y a menudo sin
mucho trabajo, recurriendo a algunas de sus propiedades que ahora
examinaremos. Tomemos el término general

=+ Q15,024 - - <, Qpiy -

Aqui los segundos indices 1, %s, . . ., 7, forman una cierta permutacién
de los nimeros 1, 2, ..., n. Por lo tanto, los factores pueden ser ordena-
dos de modo que estos segundos indices sigan el orden natural mientras
los primeros formen una permutacién ji, jz, - . ., j» de los ndmeros 1, 2,
..., n. Asi, el mismo término puede escribirse

X @1 G2 ... Ajyn.

Ahora, si se usan m transposiciones para pasarde 12 ... nat1%; ... in,
las mismas transposiciones realizadas en orden inverso volverdn a los
segundos {ndices a su orden natural, y colocardn a los primeros indices,
originalmente en el orden natural, en el orden jij; ... ja. Por lo tanto,
las permutaciones %1% ... %, 6 ji1Jj2...Jn son ambas pares o ambas
impares, y el signo + puede ser determinado con referencia a la segunda
en lugar de referirlo a la primera permutacién. En consecuencia, el de-
terminante puede ser presentado como la suma

Z =+ Ain Tjs2 <+« Ajpny

extendida a todas las permutaciones de los primeros indices, eligiendo el
signo + 6 — segln que la permutacién sea par o impar.
Supongamos ahora que en el determinante

aix Q12 ... Qin

a a
D= 21 Q22 2n

a,.l a,.z ann

se reemplazan las filas por las columnas y viceversa; ésto da otro deter-
minante

an  an Any
D = Q2 QA2 (2%
Qin Qz2q Qnn

cuyo elemento by; perteneciente a la 7-ésima fila y a la j-ésima fila es a;;.
Por definicién.

D =3 % biji b2js o oo bujy

donde los términos estdn precedidos por el signo + 6 — segiin que



DETEREMINANTES Y MATRICES 227

Jija ... ja sea una permutacién par o impar. Por ser by; = a;;, podemos
-escribir también

D=3z :!:a,-,;aj,z...a,‘,.,.,’

pero, por lo dicho anteriormente, 12 misma suma representa también
al determinante D; por lo tanto:

D' =D.

Este importante resultado puede indicarse brevemente de la siguiente
manera: Un determinante no varfa si se intercambian las filas con las
columnas y viceversa. Siendo un determinante una funcién lineat homo-
génea en los elementos de cada fila, es también una funcién lineal homo-
génea en los elementos de cada columna. Un determinante se anula cuando
dos de sus filas son idénticas. Por lo tanto, también se anula cuando dos
de sus columnas son idénticas. En general, para cualquier propiedad
que los determinantes puedan tener con respecto a sus filas, existe una
propiedad similar con respecto a sus columnas.

Como se demostrs en el Pirrafo 7, un determinante cambia solamente
su signo si se intercambian dos filas. Por lo tanto, también cambia sola-
mente su signo por intercambio de dos columnas.

Sea
f(zl, Tz, .. .,.’t,) =aqz f+azze+ ... + [+ 7 T
una funcién lineal homogénea de variables zi, 2s, . . ., z». Es evidente que
f (mzy, mxs, ..., mz,) = mf (21, Tz, ..., Ta)

y
f(yl +21,yz +Z2y ooy Yn +zn) =f(ylsy2’ '°‘7yn) +f(z1,22, ...,Z.).

Qiendo los determinantes lineales y homogéneos con respecto a los
elementos de cada fila (v de cada columna) se desprende que reempla-

zando en un determinante D una fila ay, ax, . .., Gin POT MaA3, MOy, . .

..., May, O una columpa ay;, az ..., Gni POT M1, Mz - . ., Mlni, el

determinante resultante D’ es igual a D multiplicado por m:
D=mD

o, dicho de otra manera, si los elementos de una fila (o una columna)
se multiplican por un factor m, el determinante queda multiplicado por m.
Asi:

a by s a b o

mas mbz mCa = m as bz Ce

as bs C3 as bs c3
Yy

may b [ a b oo

maz  be c2 =m a b a

ma; bs c3 as bs cs3
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Un determinante se anula st los elementos de dos filas o dos columnas
son proporcionales. Supongamos, por ejemplo, que en un determinante
de cuarto orden

a b1 C1 d1
as b: ¢ dy
as by c3 ds
ay b4 Cy d4

los elementos de la primera y tercera columna son proporcionales, es
decir que:
€t = MmMay ; C2 = Maz ; C3 = Ma3 , C4 = May

Entonces:
a b a o
as bz ay C2
as bz as c¢;3
ay b.; as C4

puesto que el determinante del segundo miembro tiene dos columnas
idénticas.

La segunda de las propiedades de las funciones lineales homogéneas
antes enunciadas, implica la siguiente proposicién: Si en un determinante
D los elementos de una fila son sumas

ba + ¢ca, bie + €y ..., bin + Cin,

entonces el determinante serd la suma de dos determinantes D' y D'’ en
los que las filas correspondientes son, respectivamente, ba, bo, ..., bin ¥
a1y Ci2y - - -, Cin, Stendo las otras filas las mismas de D. La misma pro-
piedad es vilida para las columnas. Asi:

@ +d b oa a b oa d b o
as+di by ca| = a2 b2 c2| + [ da b2 ¢
as +ds by cs as bs ¢ ds bs c3

Una consecuencia particularmente importante de csta proposicién
es la siguiente: Un determinante D no cambia, st a cada elemento de una
fila (o columna) se suma el elemento correspondiente de otra fila (o co-
lumna) multiplicado por el mismo factor. En realidad, el nuevo determi-
nante D’ es igual a D més otro determinante que es igual a cero, puesto
que los elementos de dos filas (o columnas) son proporcionales. Asfi:

a b o a b +ma o
az by ¢ = |a by +mec: e

as by c3 as b=+ mcs cs
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9. Ejemplos. — Las propiedades recién enunciadas pueden usarse
para transformar los determinantes, y a veces facilitan su resolucién.
Los siguientes ejemplos mostrardn c6mo pueden hacerse tales transfor-
maciones.

Ejemplo 1. Consideremos el siguiente determinante:
1 2 3 4

2 3 4 5

3 456

4 56 6 7

Restando la primera fila de la segunda (lo que significa que se suman a los elementos

de la segunda fila los de la primera multiplicades por —1) y luego restando los de la
primera fila de los de la tercera, obtenemos el determinante:

12 3 4
1111
D =
2 2 2 2

4 5 6 7

que tiene el mismo valor de D. Pero en D’ los elementos de la tercera y de la segunda.
filas son proporcionales; por lo tanto D’ =0 y también D = 0.

Ejemplo 2. Consideremos el determinante

Sumando la segunda columna a la primera y luego a la tercera y a la cuarta, tenemos
otro determinante igual a D:

4 1 3 4

3 —1 1 3
D =

lo -1 o o

|3 -1 1 4

Stmese la primera fila de este determinante a la segunda, tercera y cuarta. Esto da:
4 1 3

-

4
0 4 7
J 3 4
0 4 8

ECEE'S
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Réstese ahora la tercera fila de la primera y la cuarta de la segunda:

0 1 0 0

0 0 0 —1
D =

4 0 3 4

7 0 4 8

e intercambiando la primera y la segunda columnas:

1 0 0 0

0 0 0 —1
D= —

0 4 3 4

0 7 4 8

Discutiremos adn més este determinante en el Parrafo 11.

Ejemplo 3. Consideremos el determinante
1 a b ¢+d
1 b5 ¢ a+d
1 ¢ d a+b
1 da b4e¢

Sumando la segunda y la tercera columna a la ¢ltima, lo que no cambia el valor del
determinante, tenemos:

1 a b a+b+c+d 1 a b 1
1 b ¢ a+b+c+d 1 5 ¢ 1
b= =@+b+c+a =0.
1 ¢ d a+bdb+c+4d 1 ¢ d 1
1 d a a+b+c+d 1 d al

Ejemplo 4. Sea

1 a b
D=1 b ac
1 ¢ ab

Multiplicando la primera, segunda y tercera filas por a, b y ¢, respectivamente, el
determinante resultard multiplicado por abec; es decir,

a a* abe a a1
abcD = |b b! abe| =abc|b b 1

¢ ¢t abe c ¢t 1
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donde
a a1
D={b B 1
c 1
e intercambiando columnas
1 a a 1 a at 1 1 1
D=—|1 b bj=|1 b b|=]a b c
1 ¢ ¢ 1 ¢ ¢ a »

La Gltima operacién consiste en cambiar filas por columnas, lo cual no altera el valor
del determinante.

Ejemplo 5. Sea
1 a at ‘
D=1 b b/|.
1 ¢ ¢

Réstese la segunda fila de la primera, luego la tercera de la segunda y sdquese factor
comin a —b y b — ¢. Entonces:

01 a+b
D=@—b®G—a{0 1 b+c
1 ¢ ct
Réstese ahora la segunda fila de la primera y sdquese el factor a —e:
01 a+bd 0 0 1
01 a4+c¢c|=@—¢c)}0 1 b+c¢
1 ¢ ¢t 1 ¢ ct

00 1
D=(@—b@a—c)b—¢c)|0 1 b+c].
1 ¢ ¢t

Considerando a, b, ¢ como variables, el determinante D es de segundo grado con res—
pecto a cada una de ellas; pero también es de segundo grado el producto

(a—bla—c)d—c).

En consecuencia:
00 1

A=10 1 bd+4e¢c
1 ¢ ¢
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no contiene ahora b ni ¢, y su valor puede hallarse atribuyendo a b y ¢ valores especiales,
por ejemplo: b =c¢ =0. Asf:

00 1 100
A={010{=—{010|=—1,
100 001

y finalmente:
D=—(@—b@—c)b—0)

(a—b)(a—c¢)(c—0b).

Problemas

Hallar el valor de los determinantes:

1. 1 35 7 2. 1 4 9 16
2 4 6 8 4 9 16 25
5709 11| 9 16 25 36
e b ¢ d 16 25 36 49

3. a b c 4. 1 a b+e¢
3a+2b 3b+2¢c 3c+2al. 1 b a+e¢

b ¢ a 1 ¢ a+b

5. 142y 1422y 1425 14+2am
1421y L2202 Vtaays 1 +2ey
l4+ays 142y 1+2ys 142y
14 ziye L4aeys L4ays 1 +2zemn
6. 0 a b ¢ d
—a 0 e s g
—b — 0 A Kk
— —f —h 0

—d —g —k —I O

Demostrar que:

7. a +b b +c¢ ¢ +a e b ¢
a+b bi+a at+a|=2|a b a
a:+b: bitc: 2+ a a b c

8. a+b a+c b+ec 1 ¢ b

a+c a+b b+c| =2@+b+c)|1 b b
b+c b+a a+c 1 6 a
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9. 1 2 22 0O 1 21 0
01 2z 01 2 1
= gt
1 2 =z O 1 110
01 r oz 0111
10. 0 a B 011
at 0 ¢t | =a'dc|1 0 1
b2 ¢ 0 110
11. 0 a b ¢ 01 1 1
12. | z¢ 2v g6 1 z =
a 0 ¢ b 1 0 ¢ b2
= z¥ x18 g | =g | b g
b c 0 a 1 ¢¢ 0 a
16 726 36 ¢ ¢ zle
c b a O 1 5 a* 0

10. Desarrollo por filas y columnas. Menores y cofactores. —
El determinante, como funcién lineal homogénea de elementos de una
fila cualquiera, por ejemvlo la ¢-ésima, puede desarrollarse asf por los
elementos de esa fila:

D=A4zaa+ ... +450; + ... + Ainaia,

dondz los coeficientes Ag; (j = 1, 2, ..., n) no contienen a ag, ¢a, . . ., Gin.
El coeficiente A;; de ay; en este desarroilo se llama complemento o cofactor
del elemento a;,. Este complemento estd relacionado al determinante
de orden n— 1 obtenido de D, suprimiendo su ¢-ésima columna, sin
cambiar el orden de las otras filas y columnas. Este determinante D;;
de orden n —1 se llama menor correspondiente al elemento a;. Por
ejemplo, los menores que corresponden a los elementos ai, b y ¢, en
el determinante

ay bl C1
aq bs ¢
asz b3 Cs
80n:
b: ¢ a ¢ a; by
bs ¢s ’ az Cs ’ | @3 bs '

El complemento A4;; v el menor D,; estdn relacionados intimamente

entre si{; vamos a probar que:
Ay = (— 1* Dy,

es decir que:
Ai; = Dy,
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si la fila y la columna ocupadas por ay; tienen la misma paridad, y
Ay = — Dy,
en caso contrario. Probaremos primero esta importante relacién para el

primer elemento de la izquierda a.. En el desarrollo.

D=Apan + Aears + ... + A a14,

el complemento 41 no depende de ay, aie, .. ., @14, ¥, €n consecuencia,
no cambia al tomar valores particulares:
an=1;a:=a3=... =a1, =0.
Por lo tanto:
1 0 0 ...0

an @ S 2%
Ay = 21 22 Q23 20
Aul a2z Qa3 .. Qpuy
Cuando en este determinante, de la segunda, tercera, ... n-ésima
fila se resta la primera multiplicada por az, aa, ..., @ respectivamen-

te, el complemento Aj se representa por el determinante

1 0 0 ...0

Qgg Q23 ... Qon
A“ = 0 A3z Q33 ... A3n
0 Apz A3+ .. Aup
que depende sélo de la matriz:
Q22 Q23 A2a
B = G32 (33 A3n
Anz Qa3 <+ o Cpn

Evidentemente, A; es una funcién racional entera de los elementos
de B, es lineal y homogénea con respecto a los elementos de cada fila
de B y se anula cuando dos de estas filas son idénticas, tomando el valor
1 en caso de que sea
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Por estas propiedades 4;; queda indentificado como el determinante
de la matriz B, es decir:

Q22 (23 ... Q2,4

Para establecer la relacién entre el complemento A, y el menor Dy
de un elemento arbitrario ay, la columna a la que pertenece este ele-
mento se transpone j veces con las columnas vecinas hasta que ocupe
el lugar de la primera y luego se transpone la i-ésima fila ¢ veces con las
filas adyacentis hasta que ocupe el lugar de la primera. Luego de estas
¢ + j transposiciones de filas y columnas, en el nuevo determinante D’
el elemento a;; se encuentra en la esquina superior izquierda y su com-
plemento en D', como puede verse fdcilmente, es D,,; pero

D = D' (— 1),
en consecuencia, el complemento de a,; en D es:
Ay = (— 1) Dy;.
Un determinante también puede ser desarrollado por los elementos
de una columna. El desarrollo por los elementos de la j-ésima columna es:

D = A1,~a1,- + Agjaz, + ... + A,u‘a,.j.

Adviértase la siguiente propiedad importante de los complementos:
Cuando en un desarrollo

D =Anan + Aai+ ... + AinGin,

los elementos de la i-ésima fila son reemplazados por los elementos de
otra fila ap, am, ..., ¢k (b = 7), la suma

Anay + Ante + ... + A a.,

es el desarrollo de un determinante en el que la i-ésima y la k-ésima
filas son las mismas; por lo tanto:

Anap + Agap+ ... + 44 =0,
siendo k e ¢ diferentes. En Ia misma forma:

Ay + Asjase + ... + 4ajae =0,
8i k y j no son iguales.

11. Ejemplos. — El desarrollo de un determinante por filas o co-
lumnas junto con las transformaciones que deben efectuarse sobre él,



236 TEORIA DE ECUACIONES

proveen un método prdctico para calcular determinantes. Los siguientes
ejemplos mostrardn cémo hacerlo.

Ejemplo 1. En el Ejemplo 2 del Parrafo 9 se demostré que

3 1 2 3 1 0 0 o
4 -1 2 4 0 ¢ 0 —1
D = = —
1 -1 1 1 0 4 3 4
4 -1 2 5 lo 7 4 8

Desarrollando el dltimo determinante por log elementos de la primera fila, que son
todos ceros menos el primero, vemos que el desarrollo se reduce a un solo término, de
modo que:

1 0 o0 o
0 0 —1
0o 0 0 —l
=|4 3 4
0 4 3 4
7T 4 8
[o 7

Siendo en este determinante, el complemento de — 1:

4 3
=16—21=—35
7 4
se ve de inmediato que:
0 0 —1

7 4 8
y, en consecuencia:
D=-—-5
Ejemplo 2. Calcular:

3 7125
6 4 3 0 2
D=]103 01 2
1 06 5 3
[2 1020

Réstese la segunda columna multiplicada por 2 de la primera y la cuarta. Esto da:

—11 7 1 —12 5

—2 4 3 —8 2
D=|—8 3 0 —5 2
1 0 6 5 3

0 1 0 0 0
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Desarréllese por los elementos de la quinta fila, teniendo en cuenta que el comple-

imento de 1 en esta fila es:

—11 1 —12 5
— 2 3 —8 2
- 6 0 —5 2
1 6 5 3
Esto da:
D=—D,

=-—D.

de modo que todo se reduce al cdleulo de un determinante de cuarto orden. Para sim-
plificar D’ simese & las columnas 1 y 3, la columna 4 multiplicada por 2; entonces:

—1 1 -2
2 3 —4
D=
-2 0 —1
7 6 11

5

[&]

2
3

Ahora simese la columna 1 a la columnsa 4 y luego a la columna 1 la 3 multiplicada

por —2; esto da:

3 1 —2
10 3 —4

D =
0 0 —I
—15 6 11

Desarrollando por los elementos de la fila 3, tenemos:

3 1 4
D =— 10 3 4 (= —2
—15 6 10
Ahora:
3 1 2 3 1 2
10 3 2| = 1 0 —4
—15 6 5| —15 6 5

y, desarrollando por los elementos de la segunda fila:

31 14
(1 14
1 0 of=-—
IG—%
—15 6 —35

Por lo tanto: D' = —278 y D = 278.

4
4
0
10

(=]

14

=55 + 84 = 139.

—55 |
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Ejemplo 3. Para calcular el determinante

1+a 1 1 1

1 140 1 1
D=

1 1 1+e¢ 1

1 1 1 14+4d

réstese la segunda columna de la primera y desarréliese por loe elementos de la primera
columna; esto da

145 1 1 1 1 1
D=a 1 1+4¢ 1 4+bl1 1+4¢ 1
1 1 144d 1 1 1+d

El primer determinante del segundo miembro es similar al propuesto; podemos escribir:
140 1 1

D'=
1 1+c¢ 1

1 1 14d

El otro determinante, luego de restar la primera columna de la segunda y la tercera,
se convierte en:

1 00
c 0
1 ¢ O = =cd.
0 d
1 0 d
Por lo tanto:
D =aD’ + bed .

Aplicando las mismas transformaciones a D’, hallamos:

D =bD"+cd,
donde:
14e¢ 1
D'’ = =cd+c+d.
1 1+4+d
Por lo tanto:
D' =bed +bc +bd +cd,
y

D = abed + abec + abd + acd + bed =
1 1 1 1

=abcd(1+——+—+—+—).
a b ¢ d

Ejemplo 4. El siguiente determinante de orden n

1 A1 .’Ex’ v xl"_l

1 23 2% ... xz”—l

1 z, z42 ... z 1
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aparece a menudo y se llama determinante de Vandermonde. La manera méssimple
de calcularlo es reemplazar z, por una variable z. Entonces el determinante se trans-
forma en un polinomio D, (z) de grado n — 1 en z, como puede verse desarrolidndolo
por los elementos de la Gltima fila. Para z = 21, 7, . . ., Tn_) este polinomio se anula
puesto que D (z,) para a=1,2, ..., n — 1 es un determinante con dos filas iguales, por
lo tanto:

D-(x) =C($—.’Cl) (z——z«_.) .o (z—xu—-l)o

donde C es el coeficiente del término de mayor grado en D, (z). Este coeficiente es el
menor

1z, 2t ... 11"_2
1z, 2z ... 22
Dy =
n—1
1 Tpn :z:",._l cee T2

correspondiente al elemento z," ! y de esta manera tenemos:
Do(z,)) = Dp =Dp_y (za—11) (Tn—22) ... (Za — Za1). 1]

El determinante D, es del mismo tipo de D, y puede ser tratado de la misma ma-
nera. Serd:

1 Fal

D = =T — T,

1 z
por lo tanto, se desprende de (1) para n = 3:
D = (22 — 1) (s — 22) (22— 1)
Adem4s:
Dy = (20— 1) (e — 22) (24 — 22) (T3 — 11) (T2 — X2) (22— 1),
etc. La expresién general del determinante de Vandermonde es:
Dy = (zn—21) (®a—22) ... (20 — 1)

@at — 1)) (Tay — 22) ... (Tog — Zus)

(22 — 22) (2 — 1)
(22 — 1)
Es una funcién racional entera de zy, x, . . ., z, que cambia su signo cuando dos de las
variables se trasponen y por esta razén es llamada funcién alternante. Esto se debe a
que el intercambio de dos variables, por ejemplo z; y z., corresponde al intercambio de

la primera y segunda filas, y esto causa el cambio de signo del determinante de Van-
dermonde.

Problemas

Calcular los determinantes numéricos:

1. [0 1 1 2. |11 1 3. |5 2 2
1 0 1]. 1 2 3]. 7 3 2
110 1 3 6 9 6 -5
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4 5 —2 -3 5. 11 1 1 6 1 2 3 4
10 —4 —3|. 1 2 3 4 2 3 41
—5 3 4 1.3 6 10 3 4 1 2
1 4 9 16 4 1 2 3
7 1 3 5 7 8 3 1 2 3 9. 9 13 17 4
2 4 6 7 4 -1 2 4 18 28 33 8
312 2 1 —1 1 1 30 40 54 13|
51 3 1 4 —1 2 5 24 37 46 11
Calcular los determinantes literales:
10. 2a a+bdb a+c 11. a+bd a+c b+c¢
b+a 2b b+4c |. a+c a+db b+ec
c+a c+b 2¢ b+c b+a a+c
12. |0 ¢ b 13. | b+¢ a a 14. a b a+b
b a 0]. b c+a b . b a+bd a -
¢c 0 a c c a+b a+b a b
15. {1 1 1 16. | 1 bc+ad b2c*+a%d?
a b c|. 1 ac+bd a’c?+b*d*
be ac ab 1 ab+cd a?b®+c?d?

17. {1 a a® . . .
Cuardo se considera ¢ como variable, el determinante es de tercer

1 b b | grado en ¢, anuldndose para ¢ = a, ¢ = b, y faltdndole el término

en ¢
1 ¢
18. |1 a* @ 19, a b ¢
1 b5 b . a? b ¢
1 ¢ ¢ be ac ab
20. |1 a b
. El determinante tiene la forma (¢ —a) (c —b) (A¢¢ + Be + ()
1 b b donde 4, B, C no dependen de c, faltando los términos en ¢’ y ¢
1 ¢ ¢
21, | @ a*—(b—o¢)* be 22, [ (x—a)? (y—a) (z—a)?
b b —(c—a) ac|. (x—0b)? (y—b?r (z—0b)
¢ ¢¢—(a—1b)? ab (z—¢c? (y—c? (z—e¢)
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23. | —2a a+b a+ec 24. | b+ o) a? at
b+a —2b b+4c|. bt (c + a)® bt
c+a ¢c+b ~2¢ & e (a + )
25. |a a a a 26. a b c d 27. |z & a2 as 1
e b bb badec  z 6 a6 1
. Q Q T G 1
a b ¢ ¢ c d a b o 6 6 7 1
a b c d d ¢ b e ar a: a; a¢ 1
28. |1 1 1 11 29, 1 1 1 1
1 0 0 0 x 1 145 1 1
22 1 0 0 =z | Generalizar. Generalizar,
3 23 1 0 =z 1 1 1 te 1
Zoe T ZTa 1 24 1 1 1 144
30. [1+a 1 1 1 1
1 145 1 1 1
1 1 14¢ 1 1 Generalizar.
1 1 1 14+d 1
1 1 1 1+4+e
3. ]z 1 1...1 1 32. @Gz z ...2
z 11 P N z
112 ..11 T x G ... %
111 1 z z z =z an
33. |1 a a* at
1 b bt bt SuaesTi6N: Reempldcese ¢ por una varisble z;
Ceneralizar. entonces el determinante es de cuarto grado en z,
1 ¢ ¢ ¢ tiene rafces b, ¢, d y le falta el término en z*.
1 d d% d*¢
34. |1 a a* af
1 b b b
Generalizar.
1 ¢ & &
|1 d dat @
35. Si a; 1 0 0....0
—1 1 0

demostrar que Dy = gy Doy + Doz .
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*36. 8i
= zm+D o p(mtn—1)
gmHD pmt2r | p(mta? ’
(m,n) = .
zim+n—1)? p(m+n)?  (m+22—2)°

demostrar que
(m, n) = gmn(m+2n—2) (©, n).

* 37. Usando la notacién del Problema *36, demostrar que:
On+1)=(0—zHQ—z9...0--220)(@2,n)

* 38. Dedtizcase que:
On+1) =21 —2) A —z% ... (1 —z2%) (0, n)
Y que
0,n) = gn(—D* (g2 _ 1)yn—1 (g4 _ 1y2—2 (g6 _ 1)n—3  (g2n—2 ),

MATRICES

% 12. Igualdad y adicién de matrices. — Hasta aqui el térmiro
matriz ha sido empleado sélo para designar una cuadricula de n? ele-
mentos ay. Estas disposiciones de elementos pueden considerarse, sin
embargo, como nuevas cantidades matemé4ticas luego que definamos la
nocién de igualdad de matrices y las dos operaciones directas llamadas
comtGnmente adicién y multiplicacién. De esta manera puede desarro-
llarse una extensa dlgebra de las matrices, de la cual s6lo daremos, en
este libro, una breve introduccién. Una matriz de n? elementos se llama,
matriz de orden n. Asf, para n = 2,3, 4, .. podemos hablar de matrices
de 2°, 3°, 4¢ orden, etc. Refiriéndonos tnicamente a la consideracién
de matrices de igual orden, decimos que dos matrices son iguales si tos
elementos correspondientes, es decir, los elemenlos que pertenecen a las
mismas fulas y columnas, son iguales. Si dos matrices se indican con las
letras A y B y sus elementos con a; y by, la igualdad

A =B
gintetiza las n? igualdades:

ai; = by,
donde ¢ y j toman cualquier valor 1,2, ..., n. Asi, son iguales las ma-
trices

1 20 1 s 0
3
"o 1 T
0 1 0 0
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pero las matrices

010 1 0 0
o 10}y (010]},
0 01 0 01

no son iguales.

Con dos matrices A y B (del mismo orden) de elementos ai; y bi;
podemos realizar una operacién llamada adicién que se indica con el
habitual signo ~+ .

Sumar una mairiz B a una matriz A significa formar una nueva matriz
C cuyos elementos ci; sean las sumas ay + bi; de los elementos corres-
pondientes de A y B. Asf, si:

1 2 —1 -1 -2 0
A={ 3 1 4| y B= 3—2—4)
—5 6 1 5 —6 2
entonces
0 0 —1
C=A+B=[6 —1 0
0 o0 3

De la definicién se deduce inmediatamente que las leyes asociativa
y conmutativa son védlidas para la adicién de matrices, es decir:

(A+B)+C=4+(B+0)
A+B=B+A,

con todas sus consecuencias. La matriz 0 cuyos elementos son todos
ceros, es la tnica matriz para la cual

A+0=4,
para toda matriz 4, y por lo tanto 0 puede llamarse matriz cero %.
% 13. Multiplicacion de matrices. — La definicién de multipli-
cacién de matrices puede basarse en Ia nocién de producto escalar de

dos sucesiones ordenadas de nimeros o vectores. Por producto escalar
de dos vectores

R = (aia ...,8.) ; 8= (b, bs...,b4),
entendemos la siguiente cantidad:
R.S = a;by + asbs+ ... + a.b,.
Sean ahora dos matrices A y B de orden n. El vector

R.‘ = (aa, Qs ...,a,-.),
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estd vinculado con la i-ésima fila de A, y en la misma forma el vector
C; = (by;, by, ..., bay),

estd vinculado con Ila j-ésims columna de B. La matriz

Ri.C, R,.C;...R,.C,

¢ = | B1C: B:Cy... RuC,

R..C; R,C:...R.C,
por definicién es el producto de la matriz 4 por la matriz B, y eseri
bimos:

AB =C.
En otras palabras
an Q2 ... 0, bu b ... b €1 C12 ... C1y
as Q2 ... Aoy, bay bas ... ban = C21 C22 ... Coqa
Ap1 Q2 ... Qpy bnl bnz o bun Cal Cp2 ... Cpy

donde hd
i = Guby + @by + ... + aibs = Y auby,
k=1

es el producto escalar R;. C;. Por ejemplo, de acuerdo a esta definicién:

1 —1 1 —1 1 1 —3 0 o
0 1 —1 1 0 0] = 2 1 1
1 0 0 -1 —1 —1 —1 1 1
pero
—1 1 1 1 —1 1 0 2 —2
1 0 0 0 1 —1)= 1 -1 1
—1 -1 —1 1 0 0 —2 0 0

Este ejemplo muestra que, en general, la multiplicacién de matrices
no es conmutativa, de modo que debemos distinguir entre BA y AB.
Por el contrario, la propiedad asociativa de la multiplicacién se conserva:
es decir:

(AB)C = A(BC).

Esto puede verificarse calculando los elementos de las matrices del
primero y segundo miembro de acuerdo con la definicién de producto.
Por verificacién directa puede demostrarse también la validez de las
dos leyes distributivas:

(4+B)C = AC + BC

C(A + B) = CA + CB.
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La matriz
1 0...0
E = 1...0
0 0...1

en la que los elementos de la diagonal son 1 y los demés 0, tiene la pro-
piedad que para cualquier matriz A

AE = EA = A,

y E es la tinica matriz que tiene esta propiedad. Porque si E' es una
segunda matriz tal que

AE' =E' A = A,

para todas las matrices 4, tomando en particular A = E, tendremos:

EE =E.
Pero, por otra parte, tomando 4 = E’ en
EA =4,
‘tendremos:
EE = FE,

de modo que E’ = E. La matriz E representa el papel de la unidad con
respecto a la multiplicacién de matrices, y por esta razén se la llama
matriz unitaria. Es un caso particular de las llamadas matrices escalares,

a 0...0
@={% 2"
0 0...a

en las que todos los elementos de la diagonal principal son iguales a un
mismo nimero a, sicndo los dem4ds elementos 0. Multiplicando una matriz
cualquiera

i G2 ... Q14
A - an Qs azq
A1 Az ..o Qpg

por (a), o (a) por A, en ambos casos la matriz resultante es la misma:

adn aay; ... Ady,

4 ((1) = (a) A= adgy Qadg ... G4z,

...................
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El producto de las dos matrices escalares (a) y (b) es una matriz
escalar (ab) y, en la misma forma, (@) + (b) es una matriz escalar (a + b).
Teniendo en cuenta ésto, las matrices escalares (a) se representan sim-
plemente por a, y el simbolo

aA = Aa,

representa el producto de una matriz escalar (a) por otra matriz 4.
Una matriz en la que todos sus elementos, excepto los de la primera
columna, son 0, se llama matriz columna. Por lo tanto, las matrices
columna son del tipo:

X 0...0
X2 0...0
za 0...0

y pueden ser designadas convenientemente por
(1’1, T2, ...y x,.) .

El producto de una matriz cualquiera A por una matriz columna

(®1, 2y ..., Tx) es otra matriz columna (yi, ¥, ..., Ys) donde:
i =auy + Qe + ... + 012,
Y2 = @nZ1 + Q%2 + ... + 2.7,
Yo = G %1 + G2 Ze + ... + GuaZn

Estas relaciones son, por lo tanto, equivalentes a una sola ecuacién
matricial

A (Zy, Zs, ooy X)) = Y1, Y2, -, Ya). K

Problemas

Demostrar que las matrices siguientes satisfacen las ecuaciones que se indican:

6
1. S=-< 3 ; S2=48.
—1 =2

1 3
2, S=( ; S*—3S8+4+8E=0.
—2 2

s s=(" ") S S —(a+d) 8+ (ad—be) E = 0.

3 —2 1
4. S = 2 —1 1 ; S2=8.
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—1 2 —2
5. S = 4 —3 4} ; S2=E
4 —4 5
-2 -2 - —3
6. S=1—1 26 —1 — —1 2w ; @ *+0+1=0;8=E.
—w — 1 —w
7. 8i
1 4] 1 1 2 1 1 0
2 —1 0 —2 0 1 0 2
4 = ; B =
—3 1 —2 4 1 —1 0 1
1 —1 0 —1 2 0 1 1
demostrar que AB = E. ;Qué da. BA?
8. Demostrar que
1 147 — —242¢: 1—2¢ 2—1 1t 00
0 1 1 —21¢ 1—22 21 —142¢) =103 0
1 1 1 — i i 0 0 ¢

Y% 14. Producto de determinantes. — Con la matriz

air Q2 -.. Q1a
A = an a2 Q2n
Any Gp2 A pn
estd asociado el determinante
an Qe Q1a

que se llama determinante de A y puede ser designado con la notacién
det. A. Entre el determinante del producto de matrices y los determi-
nantes de los factores existe una relacién simple que se expone en el
importante teorema que sigue, llamado teorema de la multiplicacién de
determinantes:

TeorEMA. El determinante del producto de las matrices A y B, o det.
(AB), es igual al producto de los determinantes de los factores, o sea:

det. (AB) = det. A. det. B.
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DEMOSTRACION: Sea

i Q2 ... Gy, biu biz ... bia
A= Q21 Qo2 Q2 B = bar  bae ben
n1 Qn2 ... Ay bar baz ... bua
y
Cnn  Cy2 Cin
C = AB = C21  Coo Can
Cal  Cpe2 Can
donde

Cij = @by + @by + ... 4 @by

Considerando los elementos a;; como variables, ¢l determinante de
C serd una funcién racional entera de las n variables aj;, lineal y homo-
génea con respecto a los elementos de cada fila de 4, y se anulard cuando
dos de estas filas sean idénticas, puesto que en ese caso C tendra dos
filas idénticas. De la discusién del Parrafo 7 se deduce que el det. C

dificre del det. A por un factor T' independiente de los elementos a,
de modo que

det. C = T det. 4.

Para determinar T elegimos A = E, entonces serd ' = B, y puesto
que det. E = 1 tendremos:

' = det. B.
y asi
det. C = det. AB = det. A. det. B.

En otras palabras, el producto de dos determinantes, uno con eile-
mentos a;; y otro con elementos b;, puede expresarse como un deter-
minante con elementos ¢;; obtenidos combinidndolos de acuerdo a la
regla de multiplicacién de matrices en las que las filas de la primera
matriz se multiplican por las columnas de la segunda o, brevemente,
por multiplicacién de fila por columna. Puesto que un determinante
po cambia si se reemplazan las filas por las columnas, podemos también
hacer multiplicacién de fila por fila, columna por fila o columna por
columna, obteniendo por cualquiera de estos procedimientos un deter-
minante igual al producto de los determinantes dados. Podemos elegir
la forma de multiplicar que nos convenga.
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Ejemplo 1. Multipliquense los determinantes

1 1 1 a b ¢
d=11 o o y D=}{b ¢ a
1 o o ¢c a b

siendo w unsa rafz cibica imaginaria de la unidad. Multiplicando fila por fila, tenemos:

a+b+c b4+c+a c+a+b
dD=]a+bw +cw® b+ow+aw ¢+ aw -+ b’
a+bo’+cw bF+cwt+an ¢+ aw+ bo

Pero
b4co +av=w'(@ +bw +co?) i c+av +b’ =0 (@+bo + co?)
b4c®+an =ov (@ +dw+cw) ;c+aw+bo = (a+ b’ + cw)

y, en consecuencia:

11 1
dD =(a+b+c¢)(a+bw+co)(a+bn+cw) |1l 0 o
1 o

0 sea
dD = —d(a + b+ c¢) (a + bw + cw?) (& + bw® + cw).

Siendo d un determinante de Vandermonde y, en consecuencia, distinto de cero, puede
suprimirse y entonces:

a b ¢
D=]|b ¢ a| =—(@+Db+c)(a+be+ cw)(a+ b+ cw).
c a b

Este determinante se llama determinante cfclico debido a que su segunda y tercera filas
se obtienen permutando cfclicamente los elementos de la primera. Por un método similar,
los determinantes ciclicos de cualquier orden pueden ser presentados como productos.

Ejemplo 2. Sea, como siempre, A;; el complemento de a;; en el determinante

ay G ... Qi,

asr Q22 ... &
D = 1 2 2n

anl G2 ... Qnp

y congideremos el determinante adjunio

Ay Awn ... A
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Cuando D se multiplica por A, fila por fila, el producto resulta un determinante

it €2 ... Cin

DA = €21 Co2 ... Cap

Cnli Cn2 --. Cnn
en el cual
Cyj = aﬁAJI +ag2A]2 + ... + ailAjl‘
Pero, de acuerdo a las identidades establecidas en el pérrafo 10:

¢Gi=0 8si j#¢ y ¢5=D.

Por lo tanto:
D 0 0
pa= |0 = D»,
0 0 D
0 sea:

DA —D* Y =o.

Ahora, si los a;; se consideran como variables, D y A son funciones racionales enteras de
ellos, y D no se anula idénticamente. Desde que el producto

D (& — DY,

se anula idénticamente, el factor debe ser idénticamente nulo, de modo que
A = Dt

0 sea

idénticamente en los elementos a;; Naturalmente, esta igualdad se conserva verdadera
para valores particulares de ag;, aun para aquellos para los que D = 0. El razonamiento
empleado se basa en el siguiente teorema: St el producto de dos polinomios F y ¢ en las
variables 21, 7o, ..., z, se anula idénticamente, por lo menos uno de los factores debe ser
un polinomio idénticamente nulo.

El teorema se cumple en el caso de polinomios en una variable, y basta probar que se
cumple para polinomios en n variables suponiendo su validez para polinomios er n — 1
variables. Si ni F ni ¢ se anulan idénticamente, podemos ordenarlos en potencias de
una de las variables, por ejemplo r,, y escribir:

F =Fox\"+Fxxl”'_l+
=™+ 1™+ ...
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donde Fo, Fy, ...; ¢o, ¢1, ... son polinomios en las n — 1 variables 2., ..., z,, ¥ ni
Fo ni ¢ se anulan idénticamente. Pero

F.¢=F0¢o$1"+'+... ='0,

idénticamente, por hipétesis; por lo tanto, también se anula idénticamente en las va-
riables z,, ..., z,; en consecuencia:

Fogo=0.

Por hipé6tesis esto implica que Fo 0 ¢ se anulan idénticamente, y ésto es un absurdo ¥.

Problemas
1. Demostrar que:
b b 1 1 1 b
a + c c a+b+4 2 c ?a -
b L bt b
a + ¢ a . ? [ c 2 a ? =
b b 1 +a+ 1 b
c+a —_ —2—c a c+a 2
(a +b)? ¢ a
= a? o+ o)t a?
b2 be (a +¢)?

y escribir como producto el determinante del segundo miembro.

2. Demostrar que:

a
b =2a(b—a)(c—b)({d—e¢)
c

Q8 A 8
[ o B~ L ~ ]
& O o 8
[==]
(=}
L
-

o

3. Demostrar que:

w0 o o

1
1 0 o o
= 125
1 0 o o
1 o o
8i o es upa raiz quinta imaginaria de la unidad.
4. Un determinante
cu G2 Cin
€21 C22 ... Cin
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en el cus!

n n
Eciijk=0 8i J#t, ¥y Zc’.‘k=l,
kw1 k=1

ge llama determinante ortogonal. Demostrar que A = &+ 1.

% 15. Matrices reciprocas. — Una matriz

Qi1 A2 ... Qiq
A = do1 Q22 ... Q2a
A1n Qn2 ... Qg

se llama stngular o no singular segin que su determinante sea o no cero.

Sea A una matriz no singular y D 0 su determinante. Designando,
como lo hicimos anteriormente, al complemento del elemento a,; en D
por 4, consideremos la matriz:

é]__- AZl..-A',l

D D D
An An ... 4w
X=\"D D D

Los productos AX y XA son:

i Ci2 ... C1n ¢y ...
AX = Car Cag ... C2, - XA = i ...
; =
Cut Cps ... Cpn Clnl. C,n‘.’ e clnn
donde
cs andptapdp+ ...+ an dj,
iy =
D
e = Ana; + Asiag; + ... + Aaian
8 T
D

Por las identidades del Parrafo 10:
€, =0 si j=i y ¢ =1
=038t =7 y ca=1.
En consecuencia:
XA = AX = E.
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Esta matriz X se llama recéproca de A y se indica por A-!. La matriz
A™! es Unica, es decir, no hay otra matriz Y tal que:
YA =AY =E.
Si existiera tal matriz, multiplicando ambos miembros de la relacién
YA =E

por A-! tendriamos
(YA) A = Y (AA™Y) = EAL.

Pero
AA-'=FE ; EA' = A},

y entonces

YE=Y =A".
Por otra parte, multiplicando A~ por AY = E, tendriamos
A1 (AY) =(A1A)Y = A'E,

pero
A'A =E ; A'E = 4!

i

EY =Y =41,

Por lo tanto, para cualquier matriz no singular A existe una tnica
matriz reciproca:

Au An... A
D D..D
A An... Ao
Ar=|D D D

tal que
A1'A =A4A'=E.

El producto de varias matrices, por ejemplo cuatro: 4, B, C, D,
tomadas en ese orden, se define como:

ABCD = ((AB) C) D,

y se deduce de la propiedad asociativa que, al multiplicar, los factores
pueden combinarse en grupos arbitrarios si no se altera el orden de los
factores,

ABCD = A (BCD) = (AB)(CD).
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Si todos los factores son matrices no singulares, su producto es una
matriz no singular. En efecto, por el teorema de multiplicacién de deter-
minantes,

det. (ABCD) = det. A. det B. det. C. det. D = 0.

La matriz reciproca del producto ABCD es
D1C-'B*4-!
porque
(ABCD) (D'C*B-14-1Y) = ABC(DD))C'B'4! =
= AB(CE)C'B'A-1= AB(CCY)B1A! =
= A(BE)B*'A'= A(BB)A!'= (AE)A'= AA'=E.
El producto de n matrices iguales
AA ... A,

es, por definicién, la n-ésima potencia de A:
4n,
cuyo exponente es un entero positivo n, y se deduce de la propiedad aso-
ciativa de la multiplicacién que: v
A™A™ = A+,
PaOs gagomes positivos cualesquiera m y n. El simbolo A° se defiae
° = F,
y una potencia A", con exponente entero negativo, es por definicién:
A = (A,
siendo A no singular. Con estas definiciones las propiedades de la po-

tenciacién
AnA":Am-}-u ; (A”)"=A"”’

son vélidas para exponentes enteros, pero los exponentes negativos sélo
pueden ser admitidos si A es una matriz no singular.
Si A es una matriz no singular, la ecuacién matricial

AX = B,

tiene una tnica solucién
X =A"1B.

Porque
A(AB) = (AAY)B = EB = B,
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de modo que A~ B es una solucién. Por otra parte, de la ecuacién
AX =B,
se deduce que
A1 (AX) = (A1A)X = EX =X = A1B.
de modo que la solucién
X =A4A"B,
es tnica. La ecuacién
XA =B.
tiene también una dnica solucién
X =BA,
que puede ser verificada de la misma manera. Por supuesto, todo es-

to es valido sélo para matrices A no singulares. Si A es una matriz
singular, ninguna de las ecuaciones

AX =B ; XA = B,
tiene solucién, a menos que det. B = 0. Porque

det. B = det. A.det. X = 0.

En particular, una matriz singular no tiene reciproca. y

Problemas

1. Si se intercambian las filas y columpas en una matriz 4, se obtiene otra matris que
se llama conjugada o traspuesta de A. Designando, en general, por 4, 1a matriz conjugada.
de A, demostrar que

(AB)o = Bo A,
y, més generalmente, que:
(ABC ... L)o=Lo... CoBoAo.
2. Demostrar que (4o)™ = (47, 8i A es no singular.

3. Una matriz cuyos elementos 4 ;; son los complementos de los elementos a;; de una
matriz A se llama adjunia de A. Designando la matriz adjunta por A*, demostrar que

(AB)* = A*.B*
4. Las relaciones
nn=auth +ery:+ ... + GaYa
Te=au¥1+ Gy + ... + G Ya

ZTo =Gyt T 8uzYs+ ... + Gan Y



256 TEORIA DE ECUACIONES

definen una transformacién lineal de las variables z,, zs, . . ., z, en las variables y1, ys, . . .
.., Ys Una transformacién lineal se caracteriza por la matriz 4 = (a;;) de sus coefi-
cientes. Si yi, ¥z, - - -, Y, 86 transforman en 2z, 2., ..., z, por una transformacién lineal
con la matriz B, demostrar que zi, s, .. ., Z, se transforman en z), 2, . . ., 2, por trans-
formacién lineal con la matriz AB. Si A4 es nosingular, demostrar también quey,, 3., - . .,
.., Un, 8¢ transforman en 21, 2s, .. ., Z, por la transformacién lineal cuya matriz es A.

5. Las variables z1, 2o, . . ., . 8e transforman en yi, ¥z, . . ., Y, POr una transformacién
lineal con la matriz A. Las variables z,, 22, ..., Z, € ¥1, ¥2 ..., Yo S¢ transforman, res-
pectivamente, en z, 2+, ...,z € ¥, ¥, ... ¥,’ por la misma transformacién no sin-
gular cuya matriz es T. Demostrar que la transformacion de =/, x2’ ...,z en g/, ', . ..

.., Y’ tiene por matriz

T1AT.

Las matrices de este tipo se llaman semejantes a A.



CAPITULO X

RESOLUCION DE ECUACIONES LINEALES
POR DETERMINANTES. ALGUNAS APLICACIONES DE LOS
DETERMINANTES A LA GEOMETRIA

1. Regla de Cramer. — Los determinantes tienen muchas aplica-
ciones. Una de las mas importantes es la aplicacién a la resolucién de
sistcmas de ecuaciones lineales con varias incégnitas, para lo cual fueron
introducidos por Leibnitz y Cramer, aun cuando sin la conveniente escri-
tura simbdlica que es dz origen posterior. Sea

anr+ G2+ ... 4+ 1, Ty = bu
an i + anT + ... + 6 Th = by (1
A, 2 + Qa2 T2 + oo +a1mxn = bu

un sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas. Con los coeficientes
del sistema formamos ¢l determinante

an Qap ... Qy,
D = Agy Qo 122
Qn1  An2 Qnn

llamado determinante del sistema [1]. Al multiplicar las ecuaciones [1],
respectivamente, por los complementos de los elementos d2 la primera
columna y sumarlas, en-la ecuacién resultante se eliminarin todas las
incégnitas excepto x1. En efecto, el coeficiente de z; para i > 1 serd:

Anari+ dpan+ ... + Amay =0

yeldexn , ,
Apyan +Anan + ... + Aman =D.
Asi:
Dzy = Auby + Anbe + ... 4+ Aub. [24]
v similarmente
Dz; = Aybi 4+ Agiba + ... + Aud,, [2b]

257
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para ¢ > 1. Las ecuaciones [2] son consecuencias necesarias de las [1];
y en el caso en que D = 0 la reciproca es también cierta, es decir, las:
ecuaciones [1] se deducen de las [2]. Para demostrarlo, multipliquemos
las ecuaciones [2], respectivamente, por ay, @i, - .., 61, y Slmense los
resultados. Observando que

Anan + Anas + ... + Aaaia =D,

mientras que
Agay + Agaie+ ... + Apay, = 0,

para © > 1, se deduce que
D(auz +apz: + ... + anz.) = Dby,
de Jlonde, simplificando D = 0,
onzZ+ auzrt ... F G2 = by,
¥y puede demostrarse similarmente que

Gaz1+ 62z + ... + Guz. = by,

para ¢ > 1. Luego, en el caso en que D =0, los sistemas [1] y [2] son
equivalentes. La solucién de este wltimo es inmediata y lleva a la ex-
presién de z;, de la forma

D;

z.'=—

D
donde
D;’ = Alibi‘*" A!ib.‘+ .. + Alibl)

es el desarrollo por los elementos de la i-6sima columna del determi,
nante que resulta del D reemplazando su ¢-ésima columna por by, by, . . .-
-+ -y ba, segundos miembros de las ecuaciones [1]. Asf llegamos a la si-
guiente regla para resolver los sistemas de ecuaciones lineales:

Regla de Cramer. Si el determinante D de un sistema de ecuaciones
lineales es distinto de cero, el sistema tiene una solucién y esta solucién
es tnica. Los valores de las incégnitas aparecen como cocientes de los
determinantes.

z¢=&; t1=1,2...,n
D

donde D; resulta de reemplazar la ¢-ésima columna de D por by, b, bs, . . .
R
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Ejemplo. Resolver por determinantes e! sistema
5z + 4z 42t =3
z—y+2z+4 t=
4z+y+22 =1
z+y+ 2+ t=0

El determinante de este sistema es:

5 0 4 2 1 —1 2 2 0 0 0 1
po |t =t 2z 1| _frerozo1p 4112
4 1 2 0 4 1 2 0 4 1 2 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
—1 2 1 0 0
5 6
21
1 1 2 —1
Ademis
3 0 4 2 3 0 4 2 3 4 4 2
Dl =1 2 1 o —2 o -1 _Jo 0o 0 1} _
Tl o1 2 o 1 0 1 —1 1 —2 1 —1
0 1 1 0 1 1 1 0 3 1 1
3 4 4 3 10 1
10 1
=1 — 1|=1|1 o0 = — =-—7,
3 1
0 3 1 0 3
y similarmente
5 3 4 2 5 0 3 2
Ds = 11 21 =7 D, = 1 —1 1 1 -7
41 2 0 4 1 1 0
1 0 11 4 1 0 1
5 0 4 3
D¢ = 1 -1 2 ! = —7.
4 1 2 1
4 1 1 0
Luego, finalmente
z=1 ; ymw—1 ; g=—~1 ; t=1.
Problemas
Resolver por determinantes
1.2z—2=1 2.z4+y+z2=a
2z4+4y—z=1 z4+(1+a)y+z=2a

z—8y—38z=—2 z+y+ 1l +a)z=0
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3.5z+424+2t=3 4.3z 4+2y—z=3%
z--y+2z+t=1 z—y—t=0
4z4+y+22=1 3z—2y—z—t =4
t+y+z+t=0 y—t=1

5.x+2y+z+t=—l 6.x;+zz+z.+x4=a
2x+y+z+2t=0 x1+x¢+z;—x4=b
z+2y+2z4+t=0 L f T—Ts—Ts=¢
z+y+z+2t=2 n—z:—z3s—zi=4d

.20z + 23+ 24 =1 8. 21 +22:+223+22=1
n+2ntrt+z=0 nt+r+2+2z=2
ntr+2zstz=1 i+ 2tz +224=3
it r+2z2+22=0Q D+ttt ri=14

10. 2i+ 22+ 23 =0
T2+ 23 +24 =0
Ts+ 24+ 25 =1
— s+ 2tz =1
— i+ 2t 22 =2

9. 5+ 22— =

T2+ T3 — Z4

s+ Ti—x5 =

]

[ S S =

T+ Te—2s

Ty + T3 — 12

2 Ecuaciones lineales homogéneas. — Cuando el determinante
de un sistema de ecuaciones lineales es cero, el sistema puede ser incom-
patible —o imposible de satisfacer para cualquier valor de sus incég-
nitas— o indeterminado, es decir, que admite infinitas soluciones. Antes
de discutir este tema en forma general, examinaremos el caso de n
ecuaciones lineales homogéneas con n incégnitas:

fi=auzitanzet ... F Gz, =0

fo=anz +anze+ ... + a2, =0

fa=auti +Fauzs+ ... + @Gz, =0,

Este sistema, cuando su determinante es distinto de cero, tiene sola--
mente la solucién trivial

21=0;22=0;...; 2,=0,

como se deduce de la regla de Cramer. Pero si el determinante es nulo,
vamos a demostrar que, ademds de la solucién trivial, es posible satis-
facer el sistema con valores de las incégnitas que no son cero simul-
tdneamente. La demostracién se hard por induccién. En primer lugar,
el enunciado es cierto para dos ecuaciones

anZs + a2 =0 ; an2; + @22 =0,
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pues si todos los coeficientes fueran cero, el sistema se satisfaria para

valores arbitrarios de z;, x;. En caso contrario, sea, por ejemplo, an = 0.
Entonces:

= — — 22,
a1

y sustituyendo esta expresién en la segunda ecuacién, ésta se convierte
en:

an Q22 — Q12 Qo1

—_— 7, =0,

an
0 sea
0.112 = 0,

suponiendo

an az — 28 = 0.

Luego, z: puede ser elegida arbitrariamente; por ejemplo, sea 2. =
—ay =0 y entonces ambas ecuaciones se satisfardn si z; = as. Para
completar ahora la demostracién por induccién es suficiente demostrar
que un sistema homogéneo de n ecuaciones con n inedgnitas tiene solu-
ciones no triviales si su determinante es cero, supuesto que esta pro-
piedad se cumple para n — 1 ecuaciones con n — 1 incégnitas. No hay
nada que demostrar si los coeficientes a;; son cero. En caso contrario,
mediante un cambio conveniente en la notacién de las incégnitas y en
el orden de las ecuaciones, podemos suponer que ay; = 0. El sistema

h=0;/=0;...;/.=0, 11]
es equivalente al sistema
=0 h—2fi=0; .. s fam—2fi=0, [2]
an Aan

cuyo determinante es igual a

iy Q2 ... Qia
D= Q21 Qg (2729
Aur Ap2 ... Qua

En efecto, el determinante del sistema [2] se obtiene de D multipli-

. . . az az Qa1

cando su primera fila respectivamente por — ; — ;... ; y res-
an an Gn

tandola de la segunda, tercera, ..., n-ésima filas; por estas operaciones

el valor del determinante no altera. Desarrollando el determinante asi
obtenido por los elementos de la primera columna, tenemos:

D=auA,
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donde A es el determinante del sistema de ecuaciones

=B h=0; ... i f—2p=0, [3)
an an

que no contiene z;. Desde que, por hipdtesis, D = 0 y an # 0, el deter-
minante del sistema [3] de las n — 1 ecuaciones con n — 1 incégnitas
Zs, ...,Zn €8 cero. En consecuencia, suponiendo vilido el teorema para
n — 1 ecuaciones, es posible satisfacer [3] con valores z3, no todos iguales
a cero. Determinando entonce’ z: de la ecuacién

f1=0:

el sistema [2] y el sistema equivalente [1] se satisfacen, de manera que
no todas las incégnitas son cero.

Asf hemos demostrado el siguiente teorema que, a pesar de su sim-
plicidad, estd entre las herramientas mas ttiles y frecuentemente apli-
cadas en las investigaciones matemé4ticas:

TeorEMA. Un sistema de n ecuactones lineales homogéneas con n in-
cégnatas, tiene soluciones no triviales sélo st su determinante es cero.

Como corolario se sigue que un sistema homogéneo en el que el nimero
de ecuaciones es menor que el de incégnitas tiene siempre una solucién
no trivial. En efecto, es posible completar el sistema afiadiendo un nd-
mero de ecuaciones de la forma

Oz; +02s + ... + 02, =0,

gue no restringen de manera alguna a z, Ze, . . ., Z», de manera de igualar
el nimero de ecuaciones con el de incégnitas. Pero un sistema tal tiene
su determinante nulo.

% 3. Rango de una matriz. Independencia lineal. — Sea

h=anz+ ... + a1n 24
fi=anz+ ... + Gz s
fm=am1x1+ R +amuxu

un sistema de funciones lineales homogéneas o formas de n variables.
Con estas formas asociamos la matriz de los coeficientes
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que consta de n filas (nimero de las formas) y n columnas (nimero
de las variables). Eligiendo en esta matriz r fllas y r columnas (r < m;
r s n) podemos formar con estos r* elementos un determinante de
orden r. Hay varios determinantes de orden r que pueden formarse
de esta manera y se llaman menores de orden r de la matriz A. En el
caso r = 1, los elementos de la matriz se consideran como determi-
nantes de orden 1. Por ejemplo, con los elementos de la matriz

0 1 1 0 1 0
X=11 2 —1 3 2 4
4 1 3 0 1 2

podemos formar: (a) 20 menores de 3er. orden; (b) 15 X 3 = 45 me-
nores de 2° orden; (¢) 6 X 3 = 18 menores de ler. orden. Correspon-
dientes a la matriz

0 1 0
1 2 3
Y = —1 —1 -3
1 4 3

hay: (a) 4 menores de 3er. orden; (b) 6 X 3 = 18 menores de 2° orden:
(¢) 4 X 3 = 12 menores de ler. orden. Por definicién, una matriz es de
rango p si contiene menores de orden p distintos de cero, mientras que
todos los menores de orden p + 1 (si los hay) son nulos. El hecho de
que todos los menores de orden p + 1 sean iguales a cero implica que los
menores de orden > p + 1, si los hay, lo sean también. Por ejemplo, la
matriz X es de rango 3, por contener el menor de tercer orden:

0 1 1
1 2 —1| =—14
4 1 3

que es distinto de cero, mientras que no existen menores de 4° orden.
La matriz ¥ es de rango 2 ya que contiene el menor de 2° orden

01
1 2

=—1

distinto de cero, en tanto que los cuatro menores de 3er. orden son
iguales a cero. Las formas lineales fy,fs, ..., fm correspondientes a la
matriz A se dicen linealmente independientes si la relacién idéntica:

MAF Mt ... +FAufa=0,

no puede ser satisfecha por la eleccién conveniente de las constantes
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My B2y - - -y Amy BalVO para Ay = ke = ... = )n = 0. De lo contrario, si
pueden hallarse constantes i, ke, ..., Am 00 todas nulas, de modo que

sea idénticamente en las variables z), xs, ..., T

Mh+Xfet+ oo + hnfm=0,

entonces las formas fi,fs, ...,fm se dicen linealmente dependientes.
Sea o el miximo nidmero de formas lincalmente independientes entre
las f1, fs, - - -, fm- Entre este nimero o y 2l rango ¢ de la matriz corres-

pondiente a las formas fi, fo, ..., fm, existe una relacién simple expre-
sada por el siguiente teorema:

TeOREMA. St la matriz correspondiente o las formas fi, f2, ..., fm €5
de rango o, entonces enltre estas formas hay ¢ linealmente independientes
y cualesquiera ¢ + 1 formas del sistema fi,fz, ...,fn son linealmente
dependientes, es decir que s = ».

DeMosTRACION, Por un cambio eventual en 1a notacién de las variables

y en la numeracién de las formas, podemos suponer que el menor de
orden p, diferente de cero, es

an G012 ay,

D = Q21 Q22 Gz,

Qo1 Q2 Qoo
Entonces, las formas fy, fs, ..., f, son linealmente independientes. En
efecto, tratemos de hallar constantes Ay, As, ..., An tales que sea idénti-

camente.
MO+ o+ ...+ 2, ,=0.

En esta ecuacién, iguélense los coeficientes de zi, x, ..., 2, a cero,

obteniendo el sistema de ecuaciones homogéneas

AMan A aa + ... F A qy =0
Mo At ...+ X0, =0

May, + et + ... F Xa, =0

cuyo determinante D’ difiere del D solamente en que las filas de D’
son columnas de D y viceversa. Luego D’ = 0 y por lo tanto Ay = X =

= ... =% =0, lo que demuestra que las p formas fi,fs, ..., f, son
independientes. Ahora sea k > p; deseamos demostrar que las formas
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S, J2 - <o, fo ¥ fi son linealmente dependientes. Con este fin, considere-

mos ¢l determinante

ay G ... G, fi
an Ay ... 0z [
A=
@t oo - v Qg fo
ey Q2 ... Qg Ji
Reemplazando en la dltima columna f, fo, . .., fi por sus expresiones
en las variables x, x5, .. ., &, €l determinante A se desdobla en la suma
de determinantes del tipo
an Q2 ... 4, U1 X, a3y CQr2 ... Qip Gie
A Q22 ... Qgp Q25 X, azr Qg ... A2, Q2¢
..................... = T B
Gt Qg2 ... 0, Qg I g Q... Gy Oy
Ay CQp2 ... Qg Az T, d},; Qo ... A, Qg

p de los cuales, correspondientes a s < p, son iguales a cero por tener
dos columnas idénticas; los restantes n» — p son iguales a cero por ser
proporcionales a los menores de orden p 4+ 1 de la matriz A. Luego es,

idénticamente en las variables z,, @s, .. ., !
ay Qo ...a0, §
Q21 Qoa ... 04z, [fo
A= =0
o1 Go2 - . . Qo o
Arr Qpe ... O, fk i

Desarrollando por los elementos de la tltima columna, tenemos Ila
identidad de la forma

Dfi + Dify+ Dofe+ ... + D,f, =0,

en la que D = 0. Luego, las formas fi, fs, ..., f; fr son linealmente

dependientes y fp, para k > ¢, puede ser expresada como sigue por
medio de fi, fs, ..., f¢

fi=bfitbfe+ ... +1f,.
Té6mense ahora ¢ 4 1 formas cualesquiera
Jay oy oo n
y expréseselas por medio de fi, fe, ..., fo:
Jo=A1fi+ Aofe + ... + A,
Je=Bifi + B:fo + ... + B.J,

h=

I

Lifi+Lfeo+ ... +L,Jf,
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Elfjanse los nimeros q, b, ..., I, no todos iguales a cero, de manera
de satisfacer las p ecuaciones

A1a+Blb+... +L1l=0
Asa + B:b+ ... + Ll =0

econ p F 1 incégnitas; entonces:
afe +0fa + ... +1ifa=0

de manera que p + 1 formas cualesquiera son linealmente dependientes.

Corovario. Cualesquiera n + 1 formas con n variables son lineal-
mente independientes, puesto que la matriz correspondiente no tiene menores
de orden superior a m Yy Su rango es = n.

Ejemplo. Consideremos las formas lineales de tres variables z, y, z:
Hi=y
fo=z+4+2y+3:z
fi=—z—y—3z
fi=z+4y+3z
La matriz es la anteriormente llamada Y de rango 2. Luego, entre estas formas hay

solamente dos que son linealmente independientes. Podemos tomar como tales a /1 y /5.
Pars expresar f; v f4 en funci6n de f, y f» considérense los determinantes

01 f 01 fi
1 2 fal=0 ; |1 2 fo]=0.
-1 —1 £ 1 4 f4

Desarrollando encontramos
~fi—fot+fi=0 ; —fi+fi+2/1=0

de donde
fs=Hh—f ;5 Jo=2/i+fa

% 4. C6mo determinar el rango de una matriz. — Para encontrar
¢l rango de una matriz se la reduce, por una serie de transformaciones
que no lo afectan, a una cierta forma normal de la cual se puede encon-
trar el rango requerido por simple observacién. Estas transformaciones
son las siguientes:

1. Intercambio de dos filas.
2. Intercambio de dos columnas.
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3. Suma de los elementos de una fila a los de otra, multiplicados
por un factor arbitrario.

4. Suma de los elementos de una columna a los de otra, multiplica-
dos por un factor arbitrario.

Para demostrar que estas operaciones dejan inalterado el rango de
la matriz, introddizcanse formas lineales correspondientes a la matriz:

Jufo oo fm. (1]

El niimero de formas independientes entre éstas es el rango de la ma-
triz. Ahora, el intercambio de dos filas lleva a alterar el orden de dos
de estas formas, lo que evidentemente no cambia el mimero de formas
independientes en el sistema [1]). Parz demostrar que la adicién de los
elementos de alguna columna multiplicados por un factor a los de
otra no cambia el rango de la matriz, supéngase, por ejemplo, que los
elementos de la segunda columna multiplicados por A se suman a los
elementos de la primera columna. La nueva matriz corresponde a las

formas fy, f2, fi, ..., fm', obtenidas de las fi, fs, . .., fm introduciendo
nuevas variables z,/, z./, ... x, tales que
=z + Az =2 ... =2,

de donde, reciprocamente:

o= — A2 2 =2 ... ) =2,

Pero las formas que son independientes cuando se expresan por va-
riables i, z3, ..., T» serdn evidentemente independientes cuando se lo

hace por nuevas variables z;’, )/, ..., 2, ¥ reciprocamente; luego, el
nimero de formas independientes entre las f, f/, ..., fn’ €8 el mismo
que entre fi,f ..., fm Finalmente, para demostrar que la tercera ope-

racién no altera el rango, supdngase que a los elementos de la primera
fila se les suman los elementos de la segunda multiplicados por A. La
nueva matriz corresponde a las formas

h=fi+Af2 ; r=Sa; ... ém=Jm.
Luego, reciprocamente:
hi=¢r =22 5 o= ... ;Jm= bm.
Ahora podemos aplicar el siguiente enunciado més amplio:
Si las formas ¢1, ¢, ..., ¢m pueden expresarse linealmente mediante
fi, f2, ..., fm entre las cuales hay p independientes, el nimero ¢’ de for-
mas independientes entre las ¢, ¢, ..., ¢ N0 es mayor que p. Sean

Jfufey ..., fs o formas independientes entre las fi, f2, ..., fm por medio
de las cuales todas las otras formas de este sistema pueden ser expre-
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sadds linealmente. Entonces, tomando cualesquiera ¢ 2 ¢ + 1 de entre
las formas ¢i, ¢2, - .., ¢m ¥ llamindolas, por simplicidad, &1, ¢3, ..., ¢,
podemos expresarlas mediante fy, fs, ..., f,, asi:

hh=cuh +eufe + ... +c,f,
b2 =cnfi tenfot ...+ f;

Yo =Cafr +coefo + ... + o, f,.
Para p ecuaciones con ¢ incégnitas Ay, Ag, ..., Ayl

cuhM +eare+ ... +Car, =0
CohiF+Care+ ... FCahyg =0

619)\1 +629)\2 + ... +C,°)\° =0
pueden ser satisfechas por valores Ay, 2y, ..., %, no todos cero, desde que
hay méds incégnitas que ecuaciones. Pero entonces

)\l"‘#l +7\2¢2+ +)‘c¢c=07

lo que demuestra que las formas ¢i, ¥s, ..., ¥, son linealmente depen-
dientes. Luego, se sigue que ¢’ =< p.
Volviendo a las formas

tr=fi+AN2 5 de=Ja; ... ¢m="1m,

y llamando ¢’ al mayor de los nimeros de formas independientes entre
ellas, concluimos que ¢’ = p. Desde que fi, f2, ..., fm Dueden expresarse
mediante ¢, ¢., ..., ¢» tenemos, por la misma razén p = o’ y luego
¢’ = p, lo que demuestra que el rango de la matriz no se altera por la
operacién 3.

Para reducir una matriz a la forma normal, suponemos que contiene
elementos distintos de cero. Entonces, por una cierta cantidad de inter-
cambios de filas y columnas, un elemento que no es cero puede ser
ubicado en la interseccién de la primers fila y primera columna. Multi-
plicando ahora la primera columna por factores clegidos conveniente-
mente y suméndola a las restantes columnas, podemos hacer iguales a

cero todos los elementos de las columnas 2,3, ... pertenecientes a la
fila 1. Similarmente, podemos reducir a cero todos los elementos de la
primera columna pertenecientes a la fila 2,3, ... Ahora la matriz tiene

en la primera fila y en las primeras columnas solamente un elemento
distinto de cero. Si aparte de éste hay algunos otros elementos distintos
de cero, llévese uno de ellos a la interseccién de la segunda fila y se-
gunda columna. Luego, mediante las operaciones 4 y 3 redizeanse a
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cero todos los elementos de la segunda fila y segunda columna excepto
el elemento diagonal. Continuando de esta manera nos serd posible
reducir la matriz a la forma

a O0...... 00

0 b...... 00
! ...0 0
._0

0 0..... ‘.0 0

donde todos los elementos no diagonales son ceros y en la diagounal los
primeros ¢ elementos son distintos de cero. El rango de una matriz
de este tipo es evidentemente ¢ y es el mismo que el rango de la matriz
original. Debe notarse que en ¢l caso de que los elementos de la-matriz
original sean enteros, la reduccién puede .hacerse sin introducir frac-
ciones, como se verd en el ejemplo siguiente. Ademés, observando cui-
dadosamente los intercambios de filas, puede encontrarse cudles de
las ¢ formas correspondicates a la matriz original son independien-
tes.

Ejemplo. Encontrar el rango de la matriz

2 3 4 5 6
3 4 5 6 7
4 5 6 7 8
9 10 11 12 13
14 15 16 17 18

Si 1o colunina 1 so resta de las restantes, la matriz se reduce a

21 2 3 4
31 2 3 4
4 1 2 3 4
9 1 2 3 4
14 1 2 3 4

Luego, de las columnas 1; 3; 4; 5 réstese la columna 2 multiplicada por 2;2;3; 4
cespectivamente; esto reduce la matriz precedente a

01 00
11000
21000
7 1000
12 1 0 0 0
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IntercAmbiense ahora las columnas 1 y 2

1 0000
1 1000
1 2000
1 7000
1 12 0 0 0
y réstese la fila 1 de las 2; 3; 4; 5. Esto da:
1 0000
1 1.0 00
0 2000
0 7 000
012 000

Ahora réstese la fila 2 multiplicada por 2; 7; 12, de las filas 3; 4; 5, luego de lo cual
la matriz aparece en la forma redueida

O OO O =
©C OO -~ O
[~~~ ]
O O o 0o ©
© oo o ©

y 8u rango es 2. Este es el mismo, por lo tanto, que el rango de la matriz original. Desde
que las filas no fueron intercambiadas, entre las formas

fHi= 224+ 3y+ 42+ 5t+ 6u
fr=3z4+ 4y+ 524 6t+ Tu
Ji= 4z+4 B5y+ 6z+4+ Tt+ 8u
Jo= 92+ 10y +112412¢ 4+ 13 u
Je =142+ 15y + 1624+ 17t 4+ 18u

1as £, y f: son independientes y las restantes pueden expresarse mediante ellas. Y

Problemas
Héllese el rango de las matrices
1. 2 —1 —1 2. 2 3 0
—1 2 —1 3 4 1

|
—
|
—
[
[
b

3. 2 2 1 4. 2 3 0 —2
1 2 2 3 4 —1 —3
1 -1 —1 -1 0 —1 -2 0
1 1 1 1 —2 —3 0
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Héllese el nfimero de formas independientes entre las siguientes y exprésense las
reatantes mediante ellas:

5. h=z4+y—:z 6. i =2z>—y—2z
fi=8z—y+4:z fix=—z+42y—2z
Ja=—3z4+5y—11: fi=—z—y+22

7. i=2z 43y —2¢ 8. i=z+Tz+4+t
fr=3z4+4y—z—3¢ f2=3z+2y+152+4¢
Ja=—y—2z Hi=z+2y+z—t
Jo=—2z—3y+2¢ Ji=y—3z—1t

% 5. Discusién general de los sistemas lineales. — Podemos vol-
ver ahora a los sistemas de ecuaciones lineales.y examinar su resolucién
de una forma m4s general. Sea el sistema a resolver, consisiente de m

ecuaciones con n incégnitas

Nfi=anm +apr: + ... +a,z, =b
fz=azxx1 + Q¥ + ... t dQ2a Ty = b "
fm=amZ1 + Q2T + ... + Qmp Ty = by

Supéngase que el rango de la matriz

G Ciz ... Q1
ag G2 U2p
Ami QAms . Amn

correspondiente a las formas lineales fy, fs, ..., fm sea p. Entonces, el
nimero méximo de formas independientes entre éstas serfa ¢. Podemos
suponer que estas formas independientes son fi, fs, ..., f,. También,
por un cambio en la notacién de las incégn tas podemos suponer que

any a2 ... axe

d= 223} arzz...lh, ¢0'

Aor Qg2 ... Gy
Llamanco ¢ a cualquiera de los nédmeros p + 1; p + 2; ... ; m, con-
sidérese el determinante
Gn iz ... Q, f1—~b1 a;y M2 ... fl agy Q... b1
an QG ... a2, J2i—b G an...[ G Gn ... b
D' B R R T = ceeiieii. il R R R
Qpr Ay a,, fa bv Ao Q2 fo Qa1 O [
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el primer determinante del segundo miembhro se reduce idénticamente
a cero como se demostré en el Parrafo 3; luego, para las variables z,,
Ts, ..., Tn tenemos la identidad

e G2 ...a by
Qo1 Qoo ... Q2 bz
D, = —
Aot Qg2 ... Qoo b,
A1 Qg2 ... Qg bc
Supéugase ahora que cl sistema [1] es resoluble y que zy; %2; ... ; Zn

son numeros que lo satisfacen. Entonces: fi — by = 0; fa —-b2 =0, ...
coyJm —bm =0 y todos los determinantes D, = 0 para ¢ = p + 1;
. ;m, lo que nos conduce a la conclusién de que el sistema [1] no

tiene solucién a menos que se cumpla la siguiente condicién de compa-
tibilidad:

any Q... Q b1
dg1 dog ... A2 bz
Aa, = = 0

Ay Q... 0q, b,

G Qo2 ... 0y b,
para s = p + 1;...;m. Reciprocamente, si estas condiciones se satis-
facen, tenemos idénticamente

D, =0,

para ¢ = p + 1; ... ; m. Pero desarrollando D, por los elementos de

la dltima columna, tencmos

d(fu_bc)'*‘dl(fl_bl) + ... +d9(fo—b9) =0’

idénticamente en zy; x2; . .. ; Z., de donde, desde que d = 0, se sigue que
fa *bc = clc(fl '_bl) '{‘CZG(fZ—'bZ) + +Coc(fp——bp)y

para ¢ = p + 1; ...;m, lo que demuestra que todas las ecuaciones [1}
se satisfardn una vez que las primeras p de entre ellas

Sfi—b=0;fo—b:=0;...;f,—b,=0, (2]
se satisfagan. Ahora, éstas se satisfacen en la forma més general atribu-
yendo & ZT,+1; - - .; & valores arbitrarios (supuesto p < n) y resolviendo
[2] para z:; 22 . . . ; Z,. por la regla de Cramer, lo que es posible desde que

a1y a2 ... Q1,
d = de1 Qa2 Az, = 0
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La conclusién a que nos ha conducido esta discusién es la siguiente:
Si la matriz de un sistema de m ecuaciones con 7 incégnitas es de
rango ¢ y las condiciones de compatibilidad

A, =90

para ¢ = p -+ 1;...;m no se satisfacen, el sistema no tiene solucién
o es incompatible. Por el contrario, si las condiciones de compatibilidad
son satisfechas, el sistema es resoluble y n — p incégnitas pueden tomar
valores arbitrarios quedando entonces las restantes determinadas.

Este criterio puede expresarse en una forma elegante tomando en
consideracién, ademés de la matriz del sistema

Ay Q12 ... G1g
A= | 9 Oz QAzn
An1 Qp2 . Qnn
la asi llamada matriz ampliada
QG ... 0in by
B = Qgy ey ... Qopn by
Ap1 An2 . .. Qpn b,.

Todos los menores de A se encuentran entre los de B, de manera que
el rango de B no puede ser menor que el de A que hemos llamado .
Los tnicos determinantes de orden ¢ + 1 de la matriz ampliada que no
figuran en A son los determinantes A, Luego, si todos estos determi-
nantes se anulan, y solamente en este caso, el rango de B es p. Es decir,
la anulacién de los determinantes A es la condicién necesaria y suficiente
para la compatibilidad del sistema. Por lo tanto, la condicién necesaria
y suficiente para que un sistema de ecuaciones lineales tenga solucién es
que el rango de la matriz ampliada sea el mismo que el rango de la matriz
del sistema.

Ejemplo. Examinemos el sistema

fi= 3z4+2y+ 52+ 4t =0
fo= 6z+383y+ 224+ t=1
fi=1lz4+T7y+122+4 9t=k
fi= 424+3y+13z4+11¢ =1

El rango de este sistema es 2 y las formas f1 y fs son independientes. AGn mds:
3 2
5 3

d = =0,
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de donde & = 1; Il = —1. Por lo tanto, & mencs que ¥ = 1; I = —1, el sistema pro-
puesto no tiene solucién. En el caso de que & = 1; I = — 1 tomamas las dos primeras
ecusciones y las escribimos en la forma
3z4+2y=—5z—41
S5z+3y=—2z—t+1
y resolvemos para z e y. Esto da:
z=112410t4+2,
y=—19z2—17¢—3,

y con z e y asf determinadas, todas las ecuaciones quedarén satisfechas, mientras z y ¢
gerdn totalmente arbitrarias. J¢

Problemas
Examiness la compatibiidad de los siguientes sistemas:
1.2x—y—s=1, 2.2z +4+3y=1,
z—2y+4=z=1, 3z4+4y+:z2=0,
s4+y—2zs=1. y—2z=3.
3.2xs+y+2z2+t =0, 4.2z +3y—2t=k,
z+2y4+s+2t=0, 3z +4y—2z—3t=1,
z—y—z—t=2, yv+2z=1,
zt+ytztt=1]. 2z-4+3y—2t=0.
S.z4y—z+t=1, 6.z+y+z41t=0,
s+2y—2+3t=1, 2z43y—2z2+t=1,
zT—s—t=1, —yt+4z+4t=2,
z—y+2—31=3. z4+5z42t=—1.

Aplicaciones geométricas de los determinantes

% 6. Ecuaciones de rectas, planos y circulos en forma de deter-
minantes. — Es ficil escribir en forma de determinante la ecuacién
de una recta determinada por dos puntos distintos o la de un plano
dado por tres puntos no alineados. Sean A, (z1;y1) ¥y A: (22; %) dos
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puntos distintos dados por sus coordenadas con referencia a un sistema
de ejes ortogonales. El determinante

1 z y
1 n % =0 [11
1 z ¥

desarrollado, es una ecuacién de primer grado en z e y si sus coeficientes

A=—|1 0 B =
1 9

121
1 x

no son ambos iguales a cero. Luego, [1] representa la ecuacién de una
recta expresads en forma de determinante. Se satisface para z = z,,

=9 Y T =12, y = Y de manera que la recta determinada por [1]
pasa por los puntos A4, y A, Tres puntos A; (z:;y1), A:(z3;9s), As
(z3; y3) estardn por lo tanto alineados sélo si

1 z 9
1 z2 y2 | =0.
1 z3 y;
Supdngase ahora que Ai (z1;;21), Az (22; y2; 22), As (23; ys; 2s) son

tres puntos no alineados en el espacio, determinados por sus coordenadas
referidas a un sistema de ejes ortogonales. La ecuacién

1 z y =z
1 = nh oz

=0 2
1 z2 Yy 2 21

1 23 ys 2z

es de primer grado en z, y, z y sus coeficientes:

1  z 1 zn z 1 zn
A=—11 g 22|; B=|1 22 22| C=— |1 23 ¥
1 ys zs 1 z3 2 1 z3 2

no son los tres iguales a cero, pues la anulacién de los tres significa que
las proyecciones de A;, As, A; estdn alineados en los tres planos YO0Z,
Z0OX, XO0Y lo que implica que A,;, Ay, A; sean colineares. En conse-
cuencia, [2] representa un plano y este plano pasa por 4,, A., As puesto
que el determinante se anula para

T =1I; ¥Y=1"; 2=2.
z=1; Yy=Y; 2z2=22.
zT=123; ¥y =9 z2=2.
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Igualmente fécil es escribir en forma de determinante la ecuacién
de un circulo que pasa por tres puntos no alineados 41( z1; y1); Az (22; y2)
As (2355 s).

La ecuacién

2 +y2 x oy
2 + ylz I Y
2t + Yt 1 Y
2 + yi' z3 Ys

=0 (3]

pd pand ek

tiecne la forma
A@*+y) +Bx +Cy + D =0,

con
oy 1
A=|2s y2 1
T3 Y3 1

distinto de cero. Luego [3] representa una circunferencia que pasa por
Ay, Az, As. Similarmente la ecuacién

2 + Yy k2 x oy 2
2P+t o oy oz
2yt + 2t 12 Y 2
z 4yt + 2 Ts ys 2

= ( [4]

e

representa una esfera que pasa por los cuatro puntos 4, (z1;y1; 21),
A (T2, Y25 22), Az (zs;ys;23), Ad(24;Ys;24) que no estdn en el mismo
plano. %

% 7. Area de un triangulo y volumen de un tetraedro. — Si
Az 4+ By+C =0 (1]

es la ecuacién de una recta I, y P (X; Y) es un punto arbitrario, ia
expresion
_AX 4+ BY+C
T TNA@+ B

’

representsa la distancia de P a |l tomada con un cierto signo. Considérese
ahora un tridngulo con vértices A, (x1;y1), Az (x:; y2), As (x3;ys). La
ecuacién del lado 4, 4; puede escribirse en forma de determinante

1 = y |
1 = k20 =0
1 23 y.
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vy los correspondientes coeficientes A y B en la ecuacién [1] son
A=yr—yz B=xr‘—xl,
tal que

VAT + B =y (22— 21)% + (h — 1)? = lna,
es la longitud del lado 4, 4.. Luego:
1 23 ys
1 & | i he
1 2 w

representa la altura desde el vértice As tomada positiva o negativa,
y por lo tanto

1 z3 Yys 1 z
1 T U = 1 Ty Y2
‘ 1 2 w2 1 23 ws

es el doble del 4rea del tridngulo A, 4; A; tomada con signo + 6 —.
Llamando A a esta 4rea, tenemos entonces:

1 =no»n

+24=1|1 2z ¥y

1 T3 Y3
y puede agregarse, dejando la demostracién a cargo del lector, que el
signo serd + 6 — segln que el sentido del tridngulo A; A3 A; (con este

ordenamiento de vértices) sea positivo o negativo.
La distancia de un punto P (X; Y; Z) al plano

Az + By +Cz+ D =0,

tomada con un cierto signo, estd dada por la férmula

_AX+BY+CZ+D
A! + B2 _*_ Cl
Considérense ahora los cuatro vértices Aj (21;y1;21), As (23; ¥s; 23),

Az (x3; Y35 25), Aa(z4;ys;24) de un tetraedro. La ecuacién del plano
A A, A; escrita en forma de determinante es:

d

1 z y =
1 3 4 &) 0
1 9y 22 2
1 25 ys 2
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y los correspondientes coeficientes

1 h 21 1 Ty 23 ‘ 1 Ty %
A=— |1 9y za| B=|1 2 | C=—11 =z w%n/|,
1 Ys 23 I z5 z; 1 1z Yz

representan numéricamente el doble del irea de las proyecciones def
tridngulo A; A; A; sobre los planos coordenados Y0Z, ZOX, XOY.
Como se sabe por Geometria Analitica, Ia suma de los cuadrados de
estas dreas es el cuadrado del Area del tridngulo 4 4: A;. Llaméndolo
A, tenemos, por lo tanto:

A* + B* + C* = 4 A?,

y la distancia del vértice A4 del tetraedro a Ia cara opuesta, tomada
con signo + 6 —, est4 dada por

1 z4 Y4 24 1 ooz

d = _1_ 1 zn o 2 = _____1__ 1 22 1 2
2A 1 =z Y2 22 2A 1 z; Ys 23

1 zz y2 2z 1 2y 2

Desde que el volumen V del tetraedro es

1
V=x—Ad,
3
tenemos finalmente

n o a1

] 1
+6V = TV o
s Yz 23 1
Ts Ys 2z 1

El signo =+ depende del sentido atribuido al tetraedro A, A2 A3 A,,
toméndose los vértices en este orden; pero no es necesario para nosotros
examinar aqui esta cuestién del signo %.

% 8. Potencia de un punto con respecto a un circulo. — Con-
sidérese un circulo I' con centro en O y radio R y un punto P a una dis-
tancia PO = d del centro. La expresién

p=a—FR,
se llama polencia de P respecto de T. Sea la ecuacién de T
22+ y*+ Az +By+C =0,
que puede escribirse también en la forma
@—a)t+—b—E =0,



RESOLUCION DE ECUACIONES LINEALES POR DETERMINANTES 2719
gsiendo a, b las coordenadas del centro de I'. Sustituyendo en ellas z, y
por las coordenadas X, ¥ de P y teniendo en cuenta que

X —a)}+ (Y -0 =4d,
vemos que
X —a+ (¥ —b)—R=p,
en otras palabras, la potencia de P (X; Y) con respecto al cfrculo
2*+y*+A4z+By+C =0,

p=X*+ P+ AX +BY +C.

=ty z oy
2ty T w»n
'ty oW
zi2+ys* 2z ¥

-0 (]

bt bk

1a ecuacién de la circunferencia que pass por los tres puntos A, (z1; %),
A; (22; y2), Az (23;y3). Desde que el coeficiente de z* + 3* en el deter-
minante [1] desarrollado es
n n 1
Zn ¥ 1
Zs Ys 1
que representa el doble del &rea A del triingulo A; As 4,, se ve fécil-
mente que el determinante
2+ yd o W
't B o0
'ty T o»n
zs* + y:’ Tz Y

ok ket

es el producto de 2 A por la potencia p de un punto A, (z.; ys) arbi-
trario con respecto a la circunferencia circunseripta al trifingulo A, A; A,.
Por una redistribucién de las filas en este determinante tenemos

oty onon
'ty 1 P
oty Tow
zE+yd e N

—2Ap =

bd ek o b

Combinando de una manera conveniente esta importante férmaula
con la regla de multiplicacién de determinantes, estaremos en condi-
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ciones de obtener identidades notables que llevan a interesantes teoremas
geométricos .

% 9. Corolarios geométricos. — Multiplicando fila a fila el deter-
minante

3+t —2x —2u4

22 F Y —220 —2y

— et b

22+ Yyt —2x3 —2ys = —84p
zd 4 yd —2x —2y,
por
1 oo =4yt
1 22 ¥y 22+ 9t
1 z3 ys x® + ys? =24p
1 24 yo 24yl

y poniendo, por brevedad:
By = (x; —2)* + (ys — y5)?,
tenemos
0 1212 1213 1214
1212 0 1223 1224 [l]
s s O Py

Py e By O

— 16 A2p? =

Esta es una relacién entre el 4rea A de un tridngulo A, 4; A4;, la
potencia del punto 4. respecto a la circunferencia circunscripta al tri-
éngulo y las seis distancias a los puntos A4,, A, A;, A4 tomados dos a
dos. Multiplicando las columnas 2, 3, 4 cn el determinante [1] por (L3 Li4)?,
(L2 L)?, (ha Li3)?% respectivamente, tenemos:

0 (halislhie)® (helisha)? (helis lhe)?
Py 0 (he los 1a)?  (hie lis 124)?
— 16 A2 p? (Lis Lis lio)* =
P* (halia b Bis  (hslials)? 0 (e Lz I34)?
Pio (isbalza)? (Lo lialse)? 0
O 8sea
0 1 1 1
1 0 (Ls 11)? (s by)?
— 16 A% p? (lie hs Lu)* = (2 lis Lo)®
4 (he ha L) (halis lia) 1 (L Laa)? 0 (L Lsa)?
1 (s len)? (Lo ls)? 0

y finalmente

) 1 1 1
1 0 (halea)?  (Lhs ls)?
— 16 A2 p? = .
p l 1 (L laa)? 0 (2 U134)? [21
1 (hsl)? (halsd)? 0
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Supéngase que A se sitdia en el centro de la circunferencia circuns-
cripta al tridngulo A: A; A;; entonces: p = —R¥y by = by = I = R.
Simplificando el factor R4 en ambos miembros de [1],‘ llegamos a la si-
guiente relacién entre los lados y el 4rea de un tridngulo, en forma de
determinante:

0 % P51 1 0 By Uy
g 0 Py 1 1 Pe 0 [Py
2 - =
16 4 Pis % 0 1 1 % 12 O
1 1 1 0 0 1 1 1

Para utilizar notaciones més familiares, sean a, b, ¢ los lados y sea
Ly =a, lia =b, I3 = ¢c. Entonces:

1 0 a* B
1 a® 0 ¢?
2 =
16 4 1 5 ¢ 0
01 1 1

o bien, desarrollandolo
1642 =(@+b+c)(a+b—c)(a+c—b)(b+c—a),

que es una férmula bien conocida. Comparando el Gltimo determinante
con ¢l segundo miembro de [2] deducimos una férmula interesante
16 A2 p® = (halis + Lsba + lalss) (los b + bis loa — b2 lsd)

(l23 l14 + llZ t34 - lla lﬁl) (l13 l24 + lll ll‘ - 133 ll4)o

Supéngase que los cuatro puntos A4,, A, A;, A4 estdn en un mismo
circulo; entonces p = 0 y, dejando de lado el factor positivo

Lis ba + lis loa + Lo lse,

tenemos una relacién entre las distancias de cuatro puntos de una
misma, circunferencia:

(bahe + bsla —halsd) (ealis + Lielss — lalad) (Lslos + balss — s i) =0,
o bien, escribiendo por simplicidad:

112=a, l23=b, 134=c,

’ lﬂ:f;

I
®

lu=4d, s
entonces:
(bd + ef —ac) (bd + ac —¢f) (¢f + ac —bd) = 0.

SiA; Ay As A, es un cuadrildtero convexo de lados 4; 4: = a, A3 4; =
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=b, AjAy =¢c, A4 A, == d y diagonales 4; A; = ¢, Ax A, = f, entonces
aecesanamente:
ac +-bd —¢f = 0.

Para demostrar ésto, téngase en cuenta que en 4, Ay A; A4, que estd
inseripto en un circulo, la suma de los Angulos opuestos es 180° y por
lo tanto hay un lado para el cual los dos Angulos adyacentes son obtusos.

Si se elige Ia nomenclatura de manera que ese
Ag lado sea b, entonces, evidentemente es:

e>a;;e>b ; f>b;f>e¢,
y tal que ¢f > ac y luego
bd + ¢ —ac > 0.
Por otra parte:
ef —bd=e(f—Db)—b(d—e),

es positivo en el caso de que d < ¢, desde que f > b. Sid > e, se deduce
de la desigualdad casi evidente

e+f>b+d

que
J—b>d—e

y nuevamente, que:
ef —bd > (d—e(e—0b) >0.

Luego, en todos los casos, ¢f > bd y
ef +ac—bd > 0.
Por lo tanto, si A; Az A5 A, es un poligono convexo inscripto en una
circunferencia existe la relacién
ac + bd = ¢f,
entre el producto de las diagonales y la suma de los productos de lados

opuestos, conocida en la geometria elemental como teorema de Pto-
lomeo ¥.

Y% 10. Extension a las tres dimensiones. — No hay dificultad en
extender las consideraciones de los PArrafos 8 y 9 a tres dimensiones.
En primer lugar, la ecuacién de una esfera circunseripta al tetraedro
de vértices

Ay (m;0n52)) 5 Ar(Zas940520) 5 As(Zs;03523) 5 A (Ta; 9s; 20),
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puede presentarse en forma de determinante asi:

24+ +2 z 9y 2z 1
nt+utza non oz
'ty ta® & on a
z2ty? + 2zt z: ys z
TE+H Ye 28 o Ysi 2z

T
1
=]
.

Adema4s, 8i Res el radio de la esfera y d 1a distancia de algin punto
As (s; ¥s; 25) a su centro, entonces la eantidad

p=d2—1px

es la potencia de A4; con respecto a la esfera, y como en el Phrrafo 8
podemos establecer ficilmente la relacién
wtytta non
it ta nnon
6Vp=lz2t+y*+ 2 za s 2
zdtyl+zd 24 oy 2
'+t oo 1
donde V es el volumen del tetraedro A, A2 A; A,. Multiplicando fila a
fila el determinante
4+t —2m 2y —2z 1
Ic’+1h + 2 —2xz —2y, ——2z, 1

b bt b

. . . = —48Vp
’+ys +z 2z —2115 ~2as 1

Il o Y o2 z;’+y:’+21’

2 2
1 zgyzz;z: +y, +Za ——6Vp

Il DY oz :vs’+ys+h’
y haciendo, por brevedad:
P = (m—z)*+ (s —vi)* + (& —3),
tenemos:
0 8By P Pu By
By 0 PBu P Ps
288 V:p* = | Pis Pys O Psu Ps
By Py By 0 Py
p]‘ p’ p‘ P. 0
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Los nimeros [, son las diez distancias entre los cinco puntos A4, A,,
As, Ay, As. Si Ay se sitia en el centro de.la esfera circunseripta al te-
traedro A; A A3 Ay; entonces p = —R* y

lu=lu=lu=lu§=R.

Simplificando el factor B* en ambos miembros, llegamos a la expre-
8ién, en forma de determinante, del volumen del tetraedro en términos
de sus aristas:

0 I By Iy

P 0 P Py

288 V2= | 5 B 0 B2
Piy BPoy B30 O

1 1 1 1

O = e e e

Este determinante igualado a cero representa la relacién entre las
distancias mutuas de cuatro puntos coplanares cualesquiera. Y



CAPITULO XI

FUNCIONES SIMETRICAS

1. Definicién de funciones simétricas. Funciones sigma. — Un
polinomio en las variables ;xs; ...;z, se llama polinomio siméirice
o funcién simétrica de estas variables, si no cambia alterando el orden
de las variables de manera arbitraria. Para ésto basta que el polinomio
no altere intercambiando dos variables cualesquiera. Por ejemplo, los
polinomios

a4+ b+ c2—ab—ac—bc ; a®+ b + ¢ —3abc ;
(@ + b + ¢) abe,

son polinomios simétricos, o funciones simétricas, de las variables a,
b, ¢. En igual forma:

T+ 2t 2t ot + 3 (212 2 xs) (T s F Taxd) (T Tk + 22 2s)

y
(o +22—25—20) (@1 + T3 — %2 —Ta) (T2 + T4 — 22 — 23),

son funciones simétricas de las cuatro variables z;; z;; x5; 4. Efectuando
Ia suma de todos los términos diferentes que se obtienen de un término
genérico

T\ Te™ ... T,

donde a, @z, ..., 2n sSon eateros positivos, reemplazando los indices
1,2, ..., m por todas las posibles variaciones de m nimeros tomados
de los 1,2, ...,n, se obtiene una funcién simétrica de las variables
Ty, Ty, - - ., Tn que se llama funcidn sigma, del tipo (a1, @i, ..., am) ¥ Se
indica con el signo (%)

SrnTt .. Tytm.

Por ejemplo, para n = 4:
T 2% = 2%tz + 0’22 + T’ fnlxla + oltala +

+ 2zl x + Pl + olizdas +
+ z?zdz + 2228?24 + 222 + 22l 2

(3) M4s generalmente, X g (21; %3; - .- ; Zpy) significa la suma de todos los términos
diferentes que se obtienen reemplazando 1, 2, ... m por todas las variaciones posibles
de m ndmeros tomados eatre 1, 2,...,n.

285
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es una funcién sigma del tipo (2; 2; 1) en las variables z,, z;, z;,
Ze-

Entre las funciones sigma son especialmente importantes las llamadas
Junciones siméiricas elementales:

Bn=f ; Z;n=f ; Tz =fi;-..;
HIDYE ' R S N A T
También son importantes las < sumas de potencias »
3. =2 Z1e =" + Z* + ... + Zao
Si una funcién simétrica ¢ (z1;22; . ..; za) contiene un término
an " L% ... In™,
contendri el conjunto de términos
A TNy . .. I,

y st éstos no agotan todos los términos de ¢ (z1; za; . - . ; Za), entonces la
diferencia
S(Ti;2:; ... 5Z0) — AT ZOIn ... Zu™,
contendri términos de la forma
bzt . .. 1,0,

y por lo tanto, también:
bXY xyfuxybe . | z,0r.
Continuando en la misma forma, llegamos a la conclusién de que toda
funcién simétrica es una combinacién lineal de funciones sigma:
$(zi;7; ... ;T) =aZ .. Tum + DT Tl .. 5+
+eX ...z L.

El proceso de descomponer una funcién simétrica en funciones sig-
ma se indicari por medio de un ejemplo.

Ejemplo. Sea
=Mt 22—z (1 + Za— 22 —24) (X1 + 24 — 22— 7a)
Este es un polinamio hamogéneo simétrico de grado 3. Los términos genéricos de las
funciones sigma que lo componen serin:
)" 22" I3% %
domde
&« tomtatea=3
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y supondremos que @ 2 @ = @1 2 a = 0. Los Gnicos grupos de exponemtes posiblea

- £y L -
3 0 0 0
2 1 0 0
1 1 1 (1]

y quedan sélo por determinar los coeficientes de log términcs
ez ; bn‘'z;: ; ctiZaZa.

Para determinar a y b podemos hacer z; = z, = 0 en ¢, lo que no afecta :. los términos
que 86lo poseen las variables 71 y 7. ¢ queda entonces:

(@1 + ) (21 — 1) (11 — 7).

Es fécil ver que @ = 1; b = — 1. Para hallar ¢ podemnos hacer z; = 0 en &; entonces
& queda:

T+ z2—o) (11— 22 +?a) (1 — 22— x3)

Para hallar el término en 1; 7: 73 haceinos notar que puede obtenerse de las siguientea
MANETas:
Tomando x,, zs, 3 de los factores 1, 2, 3 tenemos su producto: 4 x1z2 7,
Tomando z,, s, 72 de los factores 1, 2, 3 tenemos su producto: —z z2 23
Tomando z, 7, z: de los factores 1, 2, 3 tenemos su producto: — z; 2z 2e
Tomando z,, 73, 71 de los factores 1, 2, 3 tenemos su producto: + z 23 23
Tomando z;, 71, 22 de los factores 1, 2, 3 tenemos su producto: 4 x z2 23

Tomando z;, z2, 21 de los factores 1, 2, 3 tenemos su producto: + z1 322
Total: 2z(2:2:

S ;oW N

Por lo tanto, c =2 y
=2z I’z + 22111272

Si en una funcién simétrica ¢ (Z1; Za; - . - ; Z») sustituimos las variables
por los nimeros aj, a3, - . ., 2. que son raices de una ecuacién

P rm ittt ... =0,

el nimero resultante ¢ (@; a; - . .; @) se llama funcién siméirica de las
rafces de esta ecuacion. Esta terminologia no es correcta puesto que un
nimero definido no puede ser Illamado funcién, pero estd consagrada
por el uso y nosotros la utilisaremos. Asf, las funciones elementales
simétricas de las rafces a;, s, . . ., . 8i 1a ecuacién se escribe en la forma:

G t+azrt+ ... +a=0
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80n:
Za=—p ; Zaom=p ; Zoaas= —Ps;...;
2‘:¢1¢’... Ay = (—1)"1).
6
ax Q2 as
Sagg=—— ; Zqas=— ; Tty = ——)...;
Qg Qg Qg

Qn

Taraz ... ap = (— 1)

Qo
Una fuacién racional ea las variables z,, z3, . . ., Z,:
¢ (z1; 225 .- - 5 Za)
?
b (215 225 ... 5 ZTn)

donde el numerador y el denominador son polinomios, se llama simétrica
8l no se altera para todas las permutaciones de las variables. Asf

a? b? c?

+ +
b+c¢ a+c a+b

’

es una funcién racional simétrica de las variables a, b, ¢. Si las variables
en una funcién racional simétrica se reemplazan por las raices de una
ecuacién, el nimero que resulta se llama también funciép simétrica de
las rafces de esa ecuacién; una terminologia incorrecta que, sin embargo,
acostumbra a usarse.

Problemas

Verificar que las siguientes funciones son simétricas y descomponerlas en funciones
eigma:

o (1 4 24) (21 + 73) (72 + 25).

o (@ F2)zs + (31 + 2a)2 22 + (22 + 73)2 71

e (@ —z) 2 + (31— 23)2 22 + (22 — 22)% 71

- (@t 2t + (3 + 22) 22+ (22 + )2

< (T —22)? (31— 23)? + (21— 22)? (22 — 72)? + (11 — 23)? (2 — 23)
o (21— 22)? (21 — 23)? (T2 — 23)2

Tz + 23 2) + (T2 + 22702 4 (T 24 + 22 23)2

c @zt Zs 2 (128 + 2224) (2126 + T2 22).

I R I - R N

o (:El + Ty — T3 —x.)’ + (:L‘x + Ty — 22 —'24)2 + (:61 +$4 —xg—za)’.
10, (z1t2r—2i—20)* (@1+2s—21—2) (214 22— 22s—2)? (11 +2i—22—23)? +

+ (T1F2s—zs —7)? (1 +24—Ti—23)1,
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2. Formulas de Newton. — Las sumas de potencias
S ="+ 22"+ ...+ Zn%

pueden expresarse como polinomios en las funciones elementales simé-
tricas, o lo que es lo mismo, en términos de los coeficientes de

FT@=@—n)(@—)...—2)=2"+D12" + ... + Da.

Esto puede verse de la siguiente manera: En muchas oportunidades
hicimos uso de la identidad
4 1 1 1
L@ _ + T

f (@ T —m T — 2 T — Zp

Escribdmosla en la forma

f@=J® J@ . @ 0
r—2x r — X2 T — Ty

y tengamos en cuenta que:
J@ @yt fi@) et fea @D,
xr— X

donde

L@ =z+p ; folz) =22+ pz+p ;

fi@ =2+ p+pz+m
y, en general:
fe(@) =2+ pravt + ...+,

para k = 1,2, ..., n — 1. Introduciendo las sumas s. tenemos:

fe@) +felx) + ... +fi(za) = s+ Prosa+ ... + nps,

de modo que el coeficiente de z"* !

tidad {1] es:

en el segundo miembro de la iden-

Skt prSea+ ...+ npr.

En el primer miembro de la misma identidad el coeficiente de zn—3
es (n — k) px, e igualando ambas expresiones obtenemos:

S+ misiat ... Fnpr=(n—k)

6

Sk +PiSka + ... Fhkpe=0,
para k = 1,2, ...,n — 1. Esta relaci6én sigue siendo vélida para k = n.
De hecho:

f@)=zr+pamt+ ... +pa=0
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v, efectuando la suma de estas identidades para i = 1,2, ..., n, obte-
nemos:
S8at+ Pr2aat ... +1pa=0.
Asf:
Ht+tm=0
B t+pn+2p=0
B+ pmet+ps +3ps=0

...................................

Set+PSes tP28u2t+ ... +np.=0.

Estas son las llamadas formulas de Neuwton. De estas identidades
podemos calcular sucesivamente las sumas de potencias de sy, 33, . . ., 5.,
en funcién de los coeficientes py, py, - - -, pa del polinomio:

f@=EF—)(Ex—mn)...—z)=+pr + ... + pa,

y reciprocamente, estoz coeficientes por medio de s, 8s, ...,8.. Las
expresiones de £y, 5., 83, .. en funcién de py, ps, Ps, - - ., por ser identi-
dades, serdn vilidas si se reemplazan p,, py, - .. por niimeros, y 1, s, . -
por las raices de la ecuacién

= tprt 4 ... Fpa=0.

De esta maaszra, las férmulas de Newton permiten calcular por recu-
rrencia las sumas de potencias similares de las raices de una ecuaci6n, v
reciprocamente, podemos calcular los coeficientes de esta ecuacién si
se conocen las sumas de potencias similares de las raices. Efectuando
la suma de las identidades

2 (z) = 22 izt L par =
pars 1= 1,2, ... n, obtenemos, tomando v=1,2,3, ..., las rela-

ciones de recurrencia
Sap t P18 + ... +Pamr =10
Syt PBant -.. + Pam =0

que nOS permile expresar £,., S, --. en funcién de py, ps, ... Las
relaciones de recurrencia obtenidas tomando v = — 1, —2, ...

Se1t it t ... + P81 =0
SustPdes t+ ... +Put2=0

.............................

servirdn, en la misma forma, para calcular las sumas de las potencias
negativas de las raices, supuesto p, #0. Las relaciones de recurrencia
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DPAra 8u41, 8ni2... parecen diferentes de las férmulas de Newton, pero
coincidirén con ellas si estableeemos que p, = 0 cuando r > n. Damos
a continuacién las expresiones de 8y, 83, . . ., 3 en funcién de py, p;, .. ., Ds:

s =—n
8 =p'—2p,
8s=—p>2+3pipr —3p;

s =pf —4plPps+4p1ps —4pu + 28

=—p +5p°P:+5mips — 5P —5P1ip?+5P2aps —5ps

8 =P —6pip +6p'Ps — 6P pt—12Pip2ps + 6 Papy + 61y —
—6ps + 90’ Pt —2p + 3 pt.

Obsérvese que p, = 0 si r es mayor que el grado de la ecuacién.

Problemas
Caleular por recurrencia:
1. 8y, 8, 83, 84, 8, 8s para 22 —3z 41 =0.
2. 8, 8, 8, 84 para 7 —32* 42z —1 = 0.
3. 8, 82, 83, 8y para 2* —4z—1 =0,
4. 34, 8 3 para 2zt —682*+ 2+ 1 =0.
5.84,8: 83, 84para2*—224+2241=0.
6.3, 8 spara 228+ 22 —2 4+ 1 =0.

Hallar las ecuaciones de menor grado que satisfacen las condiciones.

7. 81 =0; 8. =5; 83 = — 6. 8.8, =0; 8=0; 83 =8, = 1,
9. 8 = 18; 8 = 162; 83 = 1701.

10. 8, = 1; 8 = —1; 83 =1; 8¢ =—1; g = 1.

1. s, =—1;82=2; 8_3 =—3.

12. 8 1, =0;8:=1;8;=0; 8 = 3.

13. Si una rafz r de una ecuacién f (z) = 0 es mayor en valor absoluto que las demés
raices, demostrar que la razén
Sn41
8

tiende al limite r al tender n a infinito. Por lo tanto, para n suficientemente grande es:

Sp41
ro=——
8n
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aproxims-lamente; y, si todas las rafces son reales y positivas:

n

3 —_

2t cr <o
Sn

Esta es la idea fundamental del método de Daniel Bernoulli para calcular por aproxi-
macién la rafz numéricamente mayor de una ecuacién. ;Puede idearse un método similar
para calcular la rafz npuméricamente menor?

14. Aplicar este método a las ecuaciones
(@) 22—z—1=0 ®)z2—7z4+4=0
tomando hasta n = 10, y examinar la aproximacién obtenida.

15. Calcular la menor rafz de z* + 322 4+ 2z —1 = 0 por el método de Daniel Ber-
noulli, tomando hasta n = 10, y examinar la aproximaci6n.

nin—1
*16. Sean y1,¥s, .-, Ym, donde m = —2—)- , lag sumas de las rafces de f (z) =0

tomadas de & dos, y sea:
Sk =mk+ 4+ L+ ypt

Demostrar que:

k k
2Sk+2"8k=308k+<1)8131:_1+ (2)828L2+ .o+ 8k So.

SvaesTiéN: El segundo miembro es:

n

Z Z (z; + z)*.

jmliml
*17. 8i las rafces de la ecuacién z3—3z + 1 = 0 son a, 8, vy, hallar una ecuacién
cuyas rafces sean « + 8, = + v, 8 + 7.

n(n—1
18. yi, 2, ..., Ym, donde m = —i—2 )

, Tepresentan los cuadros de las diferencias
entre dos rafces de una ecuacién de grado n y sea:
Se=yt+yr 4 ...+ ymt.
Demostrar que:

2k

2k 2
2Sk=8082k—( 1 )Slszk__1+( 9 )8282],';;—... +83k80.

SugesTién: El segundo miembro es

Y X G-

jml fml

*19. Si las rafces de la ecuacién z3—3z + 1 = 0 son «, §, v, hallar una ecusacién
con rafces

(@—B»; (a—1)?; B—1
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*20. Resolver el mismo problema para la ecuacibn 2*—7z 47 =0,

* 21. Hallar el limite inferior de las distancias entre dos rafces reales de las ecua-
ciones: (@) 2*—3z+1=0; (b) 22 —T7z + 7 =0. ;Cémo puede ayudarnos el cono-
cimiento de este limite inferior para separar las rafces?

% 3. Teorema fundamental sobre funciones simétricas. — ¥
hecho de que las sumas de potencias puedan expresarse como polinomios
de las funciones simétricas elementales, es un caso particular del si-
guiente teorema general:

Teorema fundamental sobre funciones siméiricas: Toda funcidn simé-
trica de las variables z, :1:2,.. .., &n puede expresarse como un polinomig
en las funciones simétricas elementales. Ademds, los coeficientes de este
polinomio se obtienen por sumas y restas de los coeficientes de la funcién
simélrica. En particular, si estos dltimos son enteros, los primeros serdn
también enteros.

DemosrrAacioN: Entre las varias demostraciones conocidas de este
teorema, elegiremos una elegante demostracién realizada por Cauchy.
En primer lugar, demostraremos el teorema pars el caso de dos va-
riables z;, z2 cuyas funciones simétricas elementales son:

h=o+ 2 ; fo=212a.

v

Sea F (x1; r2) una funcién simétrica. Ordenada en potencias de i,
puede esecribirse asi:

Flrym) = Ao+ At + ... + An,

donde Ay, 44, ..., An son polinomios en z.. Reemplazando 2. por fi —x
y ordenando el polinomio resultante segtn las potencias de z; ¥ fi tam-
bién en potencias de z, nos queda:

F(z;22) = Bozi + Bizd™ + ... + By,

donde By, By, ..., By son polinomios en fi. Introduciendo una nueva
variable ¢ en lugar de z;, dividiremos:

() = Bol' + Bit + ... + B

por

@O =2—nHt+fs
Entonces, vemos que, idénticamente en ¢:
) =fOQW +Ct+ D,

donde C y D son polinomios en fi, f con coeficientes hallados en la
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forma que se establece en el teorema. En esta identidad higase ¢ = xy;
entonces, por ser f(z1)) = 0y ¢ (1) = F (21; 22):

F(zy;23) = Coi + D.
IntercAmbiese ahora z, y z.. El primer miembro no cambia y tampoco
C y D; por lo tanto:
Cyy +D=Cx:+ D
o bien:
C(ti—=z) =0,
idénticamente en z,, 2, y por lo tanto C = 0. Entonces es
¥ (2,'1, x’) =D ’
y D es un polinomio en fi y fs, lo que demuestra el teorema para dos
variables. En adelante procederemos por induccién. Suponiendo que el
teorema se cumple en el caso de funciones simétricas de n — 1 variables,
demostraremos su validez para funciones simétricas de n variables.

Llamando ¢, ¢s, . .., ¢,—1 las funciones simétricas elementales de las
n — 1 variables xz,, z3, . .., Z,, tendremos, evidentemente:

fi=z+ét 5 =i+ ;... 5o = Z1 a2 + ¢n1,
por consiguiente, reciprocamente:
hh=—zm+fi ; =2t —mfitfo;... 1=
= (=D o — 2t 4 (= D ).

Sea ahora F (z; z2; . . . ; zs), 0 simplemente F, una funcién simétrica
de n variables. Ordendndola en potencias de z;,, podemos esecribir:
F=Az,» + 41;a~' + ... + Am,

y aqui los coeficientes son funciones simétricas de x, 3, . . ., z,. Supo-
niendo que el teorema se cumple en el caso de n — 1 variables, podemos

expresar Ao, A;, ..., Am como polinomios en ¢, ¢s, ..., Pp1. Si susti-
tuimos ¢;, ¢, ..., ¢,1 POr sus expresiones en =z, f1,fs, ..., fna, lOS
coeficientes Ay, Ay, ..., Am quedardn expresados como polinomios en

z1, f1, f2, ..., faa. Sustituyendo estas expresiones en F y ordenando
nuevamente la expresién resultante segin las potencias de z;, podemos
escribir:

F = Boxl + le‘*l + [ +B1,

donde By, By, ..., B; son polinomios en f,f2, ..., fa—1. Introduciendo
una nueva variable ¢, escribimos:

¢() = B8 + Bt + ... + B;
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y dividimos ¢ (1) por:
J@ =t — it + fatrt + ...+ (— D).

El resto serd de grado no mayor que n — 1, y tendremos la identidad
en §:

¢ =1DMQW + Cot + Crt~*+ ... + Cus,

doode C,,C,, ..., Ce 1, son polinomios en [, fs, ..., o con coeficientes
hallados en la forma establecids en el teorems. Haecemos ahora en esta
identidad t = »,. Teniendo en cuents que f (x:) = 0, obtenemos:

FEix;... ;20 = Ceuy= + Cim* + ... + Caar.

Aquf e} segundo miembro no varia intereambiando z;e0n 2y, T3, . - ., Zuy
ni tampoco los coeficientes Cy, Cy, ..., Co—; de modo que son vikdas
las siguientes identidades en x,, 13, .. ., 2a:

Coti '+ Ci2;" 2+ ... +Caa— P=0
C.Ig"‘-{'-C;IxH‘F +-C._;—P-=0

....................................

Erto signifiea que:
Cd? +Git~"+ ... + Coa— P,
se anula para { = 25, %3, - - ., Ts, ¥ 6510 es posible sdlo s
Co=Cr=... =Caa2=0 ; Cou—¥F=0

de modo que
F=0Cus.

Pero C.—; es un polinomio en las funciones elementales simétricas
fis I3, - - -5 Ju, 10 que comprueba el teorema. Se entenderd mejor Ia de-
mostracién considerando un ejemplo particular.

Rjemple. Expresar
F=x+m)(n+n)lxtn)

e funciée de
Hhuendntsn i Aienntnntas ; h=dhaxn.
Ovdemando en polemcias de x\, tememncs:
F=m+xn)x+m+alatnnintn).
Sostitayendo aqui:

tn=hHh—a ; an=x'—hHnth.
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y ordenando nuevamente segdn las potencias de z;:
F=—zt+fiz?—foz + 1.
Haciendo
¢ty =—0+NB—fit+fifs,
y dividiendo por
J@) =—fE+fit—fs,

ol resto serd:
Nife—fs,
¥, por lo tanto:
F=ffi—fi. %
Problemas

Expresar por medio de las funciones simétricas clementales:
1. o2 (Zz + 23) + 2 (zl + SL‘:) + ¥ (:n =+ xq).
2. (z1— 22 (B —z)? + (21 — 22)? (22 — 23)® + (21 — 23)? (23 — 22)%.

3. 222325 para n = 3, 4. T2 zs® para n = 4,

4, Métodos practicos. — La demostracién del teorema fundamental
nos proporciona también un método para la representacién efectiva de
una funcién simétrica como polinomio en las funciones simétricas ele-
mentales. En la préctica, sin embargo, es més conveniente utilizar con
este propdsito otros métodos mis expeditivos; haremos breve mencién
de dos de ellos. Indiquemos con el simbolo

Sz ®ixe%. .. Tpom,

1a suma de todos los términos que se obtienen de un término genérico

*%Le% ., .. Ty%m,

sustituyendo los fndices 1,2, ..., m por todas las posibles variaciones
de m ndmeros tomados entre los 1,2, ..., 7n. Si entre los exponentes
@, a3, - . -, &m 0o hay dos iguales, el nuevo simbolo, que puede ser llamado
funcién 8, coincide con la funcién sigma con el mismo término genérico.
Si alguno de los exponentes a;, as, . . ., «,, son iguales, entonces el nuevo
simbolo contiene una repeticién de términos que en la funcién sigma
sucede sélo una vez. Si entre los exponentes a;, as, ..., am hay grupos
A @ ..., ¢ nGmeros iguales, es f4cil ver que cada término de la funcién
sigma se presenta en la funcién S Alu!... ¢! veces, de modo que:

ST1*12e% ... Tpom = )\'U.' BN ) DALY LS
Por ejemplo:

1 1
X zoppe = ?leaﬁtz“ ; D xexs0 138 = -2—S 3% 22 38,
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giendo § » . También:

1 1
2 reze Ty = .6_ REEALE LI T rext a8z b = _4-. Sz12Tsa 23g Tag,

#8i B = a. Tenemos, en todos los casos:
Szie. Sz,8 = Szy2t8 + Szya 148,
por consiguiente:
S21% 28 = 8455 — Sats,
puesto que, en general: .

S =X2,™ = Sp .

De manera que es posible expresar mediante sumas de potencias todas
las doble sigmas

2:51“ .’L’zs.
Para expresar en la misma forma las triple sigmas
DIE ALE AL A
nétese que en todos los casos
Sz1% 228 . Sxyvr = Sz *tr 208 + Sziex,fty + Szye 208 24y
por consiguiente:
SZ1°Toa T3T = SaSpsy + S8 Saty T SySats — 2 Satbir — SaSp8y .

El mismo método puede usarsc para expresar mediante sumas de
potencias sigmas cuadruples, quintuples, etc. Como las sumas de po-
tencias pueden expresarse por medio de las funciones simétricas elemen-
tales, todas las sigmas pueden ser expresadas mediante estas funciones.

Ejemplo 1. Consideremos la funcién simétrica

F=a=@i4+zn—n—z)@mtz—n—zd @+ 2zi—2—2zy) =
=z —Zn?z:+2Zz1 2225

Aquf es
22z =822 = 818, — & s Xt = 8.

Designando

—p=3%z ; ¢=Z21%2 ; —r=3XT2%s ; 8 = Z1Tz2%s%s,

las funciones simétricas elementales, tenemos:
si=—p ; =p'—2q ; s =—p*+3pg—3r,

y entonces
Fo=—p'+4pq—8r.
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Ejemplo 2. Sea w una raiz cibica imaginaria de la unidad y
F=@mtent+ez)(n+vzdu) =
=Xz —Zx) 22,
Conservando las notaciones anteriores:
Ix=p"—2¢q ; Zx132=g,

y entonces
F=p"—3¢.

Ejemplo 3. Sea
F=(itoztae®n)P+ @+ "2 ).

Por célculo directo:
F=2%z22—32x’nr+ 12 z:2:.
Sustituyendo aquf:
Exr=—p +3p¢—3r ; Zxm=aun—8=—p+3r ; nnzs=—r,

haliamos
F=—2pP+9pq—27r.

El segundo método para la representacién conveniente de funciones
simétricas por medio de las funciones simétricas elementalzs, serf ex-
plicado por medio de ejemplos.

Ejempio 4. Sea
F=@mt+n—mm—z)tmtn—2m—z)+ @+ 26— 20— 3).

Este polinomio es homogéneo de grado 2, de modo que reemplazando x1, xz, 23, x4 por
kx1, kxs, kx;, kzo, siendo k arbitrario, F se transforma en k2 F. Si ahora F se expresa por
medio de las funciones siméiricas elementales, para las cuales conservamos las notn-
ciones — p, ¢, — 7, 8, notamos que consistir s6lo de monomios de la forma

»* ¢®r7 a3,
multiplicados por factores constantes. Reemplazando x,, z», z,, 2 por kr:, kx», kxs, kxo,

es evidente que p, q, 7, s quedan reemplazadas por kp, £°q, B r, k¥s, y los monomios an-
teriores se transiorman en

t28+3r+43 o 96 T3,

y puesto que F estd multiplicada solamente por k2, Ja suma « + 28 +3y 43 em
todos los términos debe tener el mismo valor 2. Es decir:

«a+28+3y1+43=2.

Ademés, puesto que 2 es la mayor potencia de z, que existe en F, se desprende del
Pirrafo 7 que

et+p+r+3s2.
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Estas dos condiciones con respecto a a, B, v, 3 9e satisfacen sflo pera
a=0 ; =1 ; v=0 ; 3=0;
a=2 ; =0 ; =0 ; 3=0;

La expresi6n de F en funcién de p, g, 7, 8 es, por lo tanto, de la forma
F = Ap* + Bg.

Los coeficientes desconocidos se determinan tomando valores particulsres de xx, x,
23, Z4 € igualando log valores de ¥ hallados directamente, con los que resulten de is sus-
titucién de los valores particulares de p y q. Las dos relaciones independientes entre 4
y B obtenidas de esta manera, bastarin para determinarios. SBean x1, 72, 2;, 7. las raices
de Ia ecuacién:

?r—2 =0,

de modo que:
n=1;zn=2=2,=0.

Serd entonces:

y en consecuencia, A = 3. Sean ahora z1, zs, 3, z¢ las rafces ae Ia ecuacién
2t —2zx2+2*=0,

de modo que:
nn=z:=1;zZ1i=2 =0.

Sers, entonces: F =4; p=—2 =1y

4A—B =4,
en consecuencia
B=8,
y por lo tanto:
F=3p'—8g.

Ejemplo 5. Sea
F=@@m+n—z—z)@mtz—2—z)+

+@mtm—n—z@mtr—n—a)+t @t m—n—2P @+ —n—n)

Este polinomio es homogéneo de grado 4; ademés, el exponente de 1a mayor potencis
de z, que aparece en F es 4. Por las mismas razones que en el ejemplo anterior, para todos
los monomios

P gtrisd,
que entran en la expresién de F debemos tener
a+2p+37+43=4

a+ p + v+ 3 S4.
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Y los Gnicos niimeros que satisfacen estas condiciones son:

a 8 Y 3
0 0 0 1
1 0 1° (U]
2 1 0 0
0 2 0 0
4 0 0 0

y por lo tanto, la forma literal de F es:
F = As + Bpr + Cp’q + Dg* + Ep*.

Una comparacién de los coeficientes de z:* er ambos miembros nos da E = 3. AdemAs,
considerando las ecuaciones particulares

z¢—1=0. Rafces: 21 =1; 22 = —1; 23 =1, 20 = —1;
p=q=r=0;s=—1.
(22— 1) =0. Rafces:zi=1;2.=—1; 23 =1; 24 = —1;
p=0,9g=—2;7r=0;s=1
z(@z—1)(x2—1) =0. Rafcessmu =1; :=1;z:=—1; 24 = 0;
p=—1;9g=—1;r=1;s8=0.
(z4+1)*=0. Rafces: 1= —1;z20=—1; 23 =—1; 24 = —1;

p=4;qg=5;r=4;s8=1L

Para estas ecuaciones la sustitucién da, respectivamente:

F=64 ; F=0 ; F=19 ; F=0.

Por otra parte, considerando los valores correspendientes de p, ¢, r, &8 tenemos
—A =64 ; A+4D=0 ; —B—C+D+E=19 ;
A+16B+96C +36D +256FE =0,
que da:
A=—64 ; D=16 ; B=16 ; C=—16 ; E=3.
El résuitado final es, por lo tanto:

F=3p'—16p2q+16pr +16q*—64s.

Problemas
Expresar en funcién de los coeficientes las siguientes funciones simétricas de las rafces:
1. Tz1z;. 2. Zotad.

3. T zlz.. 4, T 28z
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5. Zmtzazs. 6. T 1z’ 1s.
7. Zxdxt 2. 8. 3 2?32 za x4,
9. (z1—22)2 25 + (1 —23)? 22 + (22 — 22)* 71

10. (z1 + z2)? 22t + (@ + 22)? 3’ + (22 + 20) 2"

11, (122 + 23 24) (122 + T2 24) (21 24 + 22 23).

12. Si las rafces de la ecuacién 28 — 3z + 1 = 0 se indican con «, 8, v, hallar la ecua-
cién cuyas rafces son « + a¥; 8+ 74 v+ vy 7L

13. Con las mismas notaciones y para la misma ecuacién, hallar la ecuacién cuyas
raices son a* 4 B%; o® 4¢3 B 4+ Y2

14. Formar la ecuacién con raices «B; ay; By para la ecuacién clbica general.
15. Si a, 8, v son las rafces de z* — z + 1 = 0, formar la ecuaci6én con rafces
a(@—v); 8@—1); v («e— @)

*16. Si

Dy = Z a1t (@ — B)2 (« + B)

By =Zam1gmi (@ —6)

.demostrar que
Dp = 841 8ns2 —8nSniy 5 Bn = Sny18p — 8a”

Por lo tanto, si « y p tienen mayores médulos que las dem4s rafces de una ecuacién

n

+8=lim2
= 1lm
* E

n

cuando n —» «;

Eu+1

B = lfm cuando n—> ®;

n
y para n suficientemente grande tenemos aproximadamente

D, E
“te= G = -
n n

Calcular aproximadamente por este método las dos rafces mayores de la ecuacién
(@) z2—522+6x—1 =0,

Calcular también aproximadamente las rafces complejas de la ecuacién
b x2*+6224+102—1=0.

17. Demostrar que las funciones racionales simétricas del tipo

1 1 1 1
> - + Fo

n—a n—a T2 —a T, —a
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pueden expresarse en funcién de los coeficientes del polinomiof (2) = (z —z) (z — 1) ...
... (x —x,) en la forma siguiente:
5 v J (o)

n—a f(a) )

18. 8i una funcién racional E (z) se descompone en fracciones simples:

4 B C
R(I)=E(z)+z + + +...

—1 z—m z—n

la funcién racional simétrica del tipo
ZR(x) =R(@m)+R@)+ ... + R(z,),

puede expresarse en funcién de los coeficientes de f(z) = (x —x1) (z — z2) ... (z —zy)
de la siguiente manera:

rO_ rm L rw

z 1. =£E ] ‘"A
B @ =450 5@ T
y X E (z)), por ser E (x) un polinomio, puede expresarse en funcién de s,, s, 33, ...

Las letras z, §, y en los problemas siguientes, indican rafceg de una ecuacién cdbica que
se especifica en cada problema. Calcular las funciones simétricas:

9.2 = @ P T pams p—3z+41=0
. = —3z =0.
B+ E+r a+ x+ @
2 c‘l ' 3 3
20. ha ¢ X para ' +2*—2z2—1 =0.

X =
B+ B+7+¢+7+a+ﬁ

]
ZI.ZMM 3—3224+62z—1=0.
x
at
x TS para '+ z*—4z2z+2=0.
—_— 2
2:-:—'-‘—:)); 288 —2z—1=0.
x 3
2 2
u.z’:: para 22 —6z'+1 =0.
x
25.22:? para * 4+ 2 —1 =0.
c —

5. La solucién de Lagrange de las ecuaciones ctibicas. — La so-
lucién algebraica de las ecuaciones cibicas y cuérticas en la forma pre-
sentada en el Capitulo V, aunque basada en las consideraciones mds
elementales, deja Ia impresién de una demostracién efectuada con el
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empleo de ingeniosos artificios cuya razén no es clara. Como en otros
€a80s, e8 necesario observar el problema desde un punto de vista superior
para entender por qué es posible una solucién algebraica para las ecua-
ciones ciibicas y cudrticas. Y no sdlo eso: los mismos principios, correc-
tamente generalizados y sujetos a un examen mis profundo mostrarin
1a razén por la cual generalmente es imposible hallar una solucién alge-
braiea para ecuaciones de grado mayor que 4.

Consideremos primero una funcién racional entera en tres variables
Zi, Tz, Z3. Si se permutan de las seis maneras posibles, la funcién, en
general, adquirird seis valores distintos. En casos particulares puede
suceder, sin embargo, que el nimero de valores distintos sea menor de
seis, y entonces seri uno ‘para funciones simétrieas) o dos o tres. La-
grange demostré que es posible hallar una funcién cuyo cubo tenga
86lo dos valores diferentes.

Sea @ una rafz ciibica imaginaria de la unidad y considérese la funcién
lineal
z + oz + w® Z3.

Para toda permutacién par de los indices 123, 231, 312 corresponden
tres valores de esta funeién:

h=Zi terrt+ ez ; Y2=2: +wxs + o'y ; Y1 =T+ o1 + @*22;
¥y para toda permutacién impar 132, 213, 321 corresponden tres mas:
B=nterste'n ; =2+ 0t +©*'2: ; ye=7: + 022 + &' 21
Nétese que
r=0'h ; Ys=OY ; ¥s = oY ; Y= @ Y4;

de modo que
n=w =y yl=w =y

Por lo tanto:
(z1 + 022 + 0 z3)?,

tiene sélo dos valores distintos-
= (71 + o2+ 6?z5) ; &= (21 + @&’ 22 + az3)?,

y las combinaciones f, + ;&1 t; son funciones simétricas de z4, 71, Zs-
Suponiendo que z;, s, z; son las raices de una ecuacién chbica

2t pt+gz+r=0,
se hallé (ver Ejemplos 2 y 3 en el Péirrafo 4) que

h+t=—2p+9pg—27r
¢1ta= (p’—3q)‘.
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En consecuencia, ¢, y 2 son las rafces de la ecuacién cuadréitica

P+ @2pP—9pg+27Tn)t+ (P —3¢° =0,

y pueden ser hallados salgebraicamente. Habiendo encontrado & y fa,
extrayendo rafces cibicas, obtenemos:

3 3
T+ ozt olzs=vVh o @+ 0la + oz = Vi
y ademds, tenemos la tercera ecuacién
T+ 2t =—p.

Basta resolver estas ecuaciones para obtener las raices

1 53 1 3 3
x1=§-(—p +\/l1+\/t_z) ; $2=?(—P+w2\”—x+w\/t—z)

1 3 3
—3—(——p +oyth + o Vi)

X3 =

de la ecuacién cibica. Nétese que entre las raices cibicas existe la re-
lacién (Ejemplo 2, Parrafo 4)

3 3
\/t—l.\lz=p2—3q.

6. Solucion de Lagrange de la ecuacion cuartica. — La posibi-
lidad de resolucién algebraica de ecuaciones cuérticas depende de la
existencia de funciones de cuatro variables que toman sélo tres valores
distintos al permutar estas variables en las 24 formas posibles. Una
funcién de este tipo es

(@1 + 22 — 23 — 24)?,
que tiene sélo tres valores distintos:
0= (21 + 2. — 25 —x)% ; 0= (21 + 25 — 22 — 24)%;
0 = (21 + 24 — 22 — 73)2,
cuyas combinaciones simétricas
61+ 62 405 ; 6:6, + 0,05 + 6205 ; 6,6,6;,

han sido estudiadas en los Ejemplos 1, 4 y 5 en el Parrafo 4. En funcién
de los coeficientes de la ecuacién

4+ prr g +re+s=0,
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con raices =z, %2, Zs, 4, €stas combinaciones son expresadas de la &-
guiente manera:

00 +0s +6s=3p*—8g,
610s + 0105 + 026, = 3p* —16p*qg + 16 pr + 16¢* — 64 s,
8,028, = (p* — 4 pg + 872
Por lo tanto, 6;, 62, 6; son las raices de la resolvente cibica
6 —(3p* —8¢) 62+ (3p*.—16p*q + 16 pr + 169> —648) 6 —
— (@ —4pg +81) =0;
y 01, 02, 9; pueden hallarse resolviendo esta ecuacién. Una vez halladas

81, 02, 83, podemos determinar las raices zi, s, %3, 24 por medio de las
ecuaciones lineales

Tit 22t 2+ 240 =—p,
x1+22—x3—x4=\/0_1,
Zl—x2+$3—x4=m,
xl—xz—zs+$4=\/—6?,
en consecuencia:
—p+ VO +Vh +VE . —p + Ve —Vh Vs
4

’ 4

—p VO + VO =V —p—Vh — VetV
1

I =

XT3 = 1 y T4

Nétese que las rafces cuadradas 4/6;, 4/6;, 4/8; no son independientes;
entre ellas existe la relacién (ver Ejemplo 1, Pérrafo 4)

Vo VO: Vs = —p + 4pg —8r.

% 7. El principio de Gauss. — Para ciertas investigaciones tetricas
es de importancia la siguiente proposicién:

Un poltnomio que no se anula sdénticamente, en las variables f1, fs, . . ., fa
no puede anularse tdénticamente en las variables z), zs, . .., T luego de
reemplazar fi,f2, ...,fa por las funciones elementales siméiricas de zi,
T2y ...y Tn.

Para demostrar esta proposicién nétese que el polinomio en cuestién
consiste de términos de la forma

Afl'l fg'! e f,."',

donde A = 0 y los exponentes @i, &, ..., %, Son enteros no negativos.
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Entre estos términes clegimos aquéllos en que las sumas de los expo-
nentes
mtomt ... ta ; tast ... tan ;o at . A
© ) Gyl + Xn ;3 &p,
tienen los mayores valores posibles. Tal término es tnico. Porque si
hubiera otres términes
Bfi# fobr ... fyPn,
que satisficieran las mismas condiciones, con respecto a los exponentes
61, B‘, ey ﬂm tendriamos
frn=xa ; BaatBa=anat ;...
i+ B+ ... +Br=arF ...+ ay;
esto es:
Bh=an ; B =1 ; ... ;0= a,
lo cual es imposible puesto que un polinomio se escribe siempre de
maners que lo8 menomios semejantes estdn sumados.
Para idlustrar lo que hemos dicho con un ejemplo, consideremos el
polinommeo
2f1'f22 _flsfzzﬁz + 5f14f22f32f4 - 7f17f2 +f13f23f8f4 .
Las sumae de los exponentes para log términos tal como estédn escritos

SO0
9,200 ; 9,420 ; 9531 ; 81,00 ; 85,21.

Bl $mioo término pars el cual todas estes sumas son las mayores es
el término
STl fe.
Ern el gnico término
Afimfom .. fo,

asi elegido, reemplacemos fi, fs, ..., . por las funciones simétricas
elementales de z;, 2, . . ., Za:
h=xz3 4+t ...; a=cZZatZaZs+ .-.;...; e =012y ... Tu

y desarroliemos. El desarrolio comtendri el término

Agmtet.. toy oot | g

E Tt J

que no puede simplificarse com ningumne de los demés términos resul-
tantes del desarrollo de

Afi=fi= ... fa
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o del desarrollo de cualquier otro término
Bfibifabr ... fobn

que pueda encontrarsc en el polinomio. El hecho de que, luego de reem-
plazar fi,f2, ..., fa por las funciones clementales simétricas y efectuar
el desarrollo, exista un término que no puede ser simplificado con otros
términos, demuestra la proposicién. De esta proposicién pueden dedu-
cirse dos conclusiones. En primer lugar, que una funcién simétrica de
Z1, T3, ..., Tn puede representarse como un polinomio en las funciones
elementales simétricas, sélo de una manera. Porque, si existieran dos re-
presentaciones asf, habria un polinomio que no se anularia idéntica-
mente en fi,f:, ..., fa, el cual, luego dec reemplazar fy,f, ..., fs por
las funciones elementales simétricas y desarrollar, se convertiria en un
polinomio que se anularfa idénticamente en z, x,, ..., zs, 1o cual es
imposible. En segundo lugar, el polinomio en las funciones elementales
stmélricas que representa un polinomio simétrico, es de igual grado que la
mayor potencia de I, que aparezca en ese polinomio simélrico. Por lo tanto,
st r es el mayor exponente de z; que aparece en la funcién simétrica ¢,
v las funciones elementales simétricas se representan por:

ay ds a
fi=—— 5 fa=—; .. fa=(—=1r=2
Qo Qy Go
entonces:
a'0¢)

puede expresarse como un polinomio homogéneo en ao, ay, as, ..., an
de grado 7. %



CAPITULO XII

ELIMINACION

RESULTANTE Y DISCRIMINANTES

1. Ejemplo de eliminacién.— Se propone resolver simulténea-
mente
P?+y=1=0; 2+y°—1=0;

es decir, encontrar aquellos pares de numeraos z, ¥ que satisfacen ambas
ecuaciones. Para resolver este problema podemos buscar de eliminar
una de las ine6gnitas, digamos la z. Con este fin, despéjese en la primera
ecuacién z2*:

x? = — (y2 -1,

multipliquense ambos miembros por z, lo que da:

2= —-z(y—1).

Por otra parte, el valor de z3 despejado en la segunda ecuacién es:

&2=—@u-—1,

y al igualar ambas expresiones, obtenemos

sy —1) =y —1.

Elevando al cuadrado y reemplazando nuevamente 2% por — (y* — 1)
obtenemos:

@ —-1)0+ @G —-1)2=0, (1]

como una condicién necesaria que debe satisfacer y de manera que las
ecuaciones propuestas puedan tener soluciones. Pero esta condicién
también es suficiente, es decir, si tomamos como y cualquier rafz de {1],
que es de sexto grado, es posible satisfacer las ecuaciones propuestas
con un mismo valor de .

Las ecuaciones originales son totalmente equivalentes a las ecuaciones

?=—(@—-1 ;2@ —1)=¢y—1.
308
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Ahora, 8i y2 — 1 = 0, se sigue de [1] que ¥* — 1 = 0, y entonces la
segunda ecuacién se satisface cualquiera sea el valor de z, y la primers
da z = 0. Si y* — 1 =% 0 entonces

vy-1
¥y —1

3 2
x2=_.<_y__1)_= —(yz——l),
(* — 1)
por la condicién {1].
Se puede intentar eliminar z de una forma diferente. Témese la ecua-
cién ya obtenida:

z( —1) =y —1,

elévense al cubo ambos miembros y reempldcese z° por — (y* — 1);
entonces se tiene

W — 1) [ — 1)+ (g — 1] = 0,

como unsa consecuencia necesaria de las ecuaciones propuestas. Pero esta
ecuacién en y debido al factor y* — 1 se satisface para valores de y para
los cuales las ecuaciones

2+yP—1=0 ; 22+ —1=0

no tienen rafces z comunes. En efecto, si tomamos y = w, siendo w
una rafz cibica imaginaria de la unidad, entonces y* —1 =0 v de la
scgunda ecuacién se deduce que z = 0, mientras que para z = 0

Il e

24y —1=0"—1=0

Este ejemplo demuestra que al desarrollar el proceso de eliminacién
se debe proceder con gran cautela para evitar la introduccién de factores
extrafios, como y¥* — 1 en nuestro caso. Para llevar a cabo correeta-
mente la eliminacién sin el riesgo de introducir factores extrafos, el
camino més natural que se prescnta es el siguiente: Para una y dada
la ecuacién

244y —-1=0,

tiene rafces z, y z:. Para este valor dado de y, supongamos que una de
las rafices satisface también la ccuacién

Pty —1=0;

entonces
@ +y—1D@E+y—1 =0. (2]
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Reciprocamente, si esta condicién se satisface, entonces uno de los
factores es cero, digamos

w+yr—1=0,
y por lo tanto las ecuaciones
2+ryr—1=0; #®*+y*—1=0,

tienen una rafz comdn a = x;. Desarrollando ¢l producto del segundo
miembro de [2], tenemos:

iz’ @+ )P -+ @ —1DP=0.

Pero
Dt =y —1 ; 21 +22=0 ; 2P +2° =0,

y entonces

@ -1+ @ -1 =0,
representa la condicién neccsaria y suficiente que dcbe satisfacer y de
manera que las dos ecuaciones

By —1=0; & +3~1=0,

puedan tener una rafz comin z.

2. Resultante. — El procedimiento que se acaba dec usar es comple-
tamente general. Sean

f@)=az"+a127 + ... +a, =0
g(x) =boz™ + bz~ + ... + b =0,

dos cecuaciones cuyos cocficientes pucden involucrar otra variable y.
Con ¢l fin de obtensr la condicién necesaria y suficiente para la exis-
tencia de una rafz comidn a ambas, designemos por ay, @, ..., 2, las
raices de f(x) = 0, suponiendo a¢#0. Si una de éstas es también
raiz de la ecuacién ¢ (z) = 0, entonces

gla)g(a) ... g9(a) =0.

Reciprocamente, si esta condicién se satisface, uno de los factores
es cero, digamos ¢ (a1) = 0. Entonces, «; es una raiz comin a ambas
ecuaciones f (z) = 0, g (z) = 0 El producto

9(11)9(12) '-'g(an) =0)

es una funcién simétrica de las rafces ay, @2, ..., @5, ¥ la mixima po-
tencia de a; que aparece en él es indudablemente ;™. De acuerdo con
la observacién final del Capitulo XI, PArrafo 7:

a™g () g (@) ... g(2a),
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es un polinomie homogéneo de grado m en los coeficientes ao, @s,...a5 ¥
también, lo que es evidente, un pelinemio homogéneo de grado n em
los coeficientes by, by, ..., b, de g (x). Este polinomio se llamms mesml-
tante de f(z) ¥ g (z) (en este orden) y se designa por B (f;.g) de me-
nera que

R(f;q) = a™g () g(ar) ... g (an) .

La anulacién de la remltante B (f; g) es, por lo tante, Is condicién
necesaria y suficiemie para que las dos ecuaciones f = @; g = 0 temgan
uns raiz comin, supuesto a; » 0. Si by 0 ¥y 8, Sy, ..., fu son raloes
de la ecuacién g (z) = @ I resultante R (g;f) es

Bg: ) =brf(R)f(Ba) ... T(B),

y su anulacién es nuevamente la condicién necesaria y suficiente para
que las ecuaciones f = 0@ v g = § tengan una rais comdn.

Existe una relacién simple entse las dos resultantes R (f;9) y R (g;5).
Tomando en considerneidm el factoree

g(z) =Bagg —B)(x—Bn) ... (x —Bw),
podemos escribir
R(U0) = ae=b (o — B (0 — Bs) ... (0 — Bu)
€ — Bs) (or — o) -.. (on —Bu)
(2o — B2) (0 — B2) - .. (@ — Bu)-
Intercambiando las letras ¢ ¥ 8 y reordenando los factores tenewaos
también

R(fig) = (— D=@=b" (b — @) (s —m) ... (s — @)
(Br — @) (b — ) ... (B —ad

Aqui el segundo miembre, exeeptuado el factor (— 1)™, es R(g; /)
y por lo tanto
RN =(—1)=R(;9).

De esta relacién podemos ecoacluir que la anulacién de R (f;g) es Ia
condicién necesaria y suficiente para que las ecusciones f = Q0 y ¢ = 0
tengan una rafz comdéin, siempre que no sean al mismo tiempo @y = 0
¥ be = 0. Pues con as = 0, por hipétesis by %0 y desde que R (f;9) =0
implica K (9;f) = 0, se sigue que f = 0 y g = 0 tienen una raiz comin.
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Ejemplo 1. Encontrar la resultante de
f@ =az?+amz+a ; g =boz*+ bz + ba
Por definicién
R(f;9) = a® (boa® + biay + ba) (boa® + by e + b2) =
= as? [bo* m? @2 + boby (a1 a? + @ an) + bobs (a1 + @?) + bi? oy p +
+ biba (e + @) + b2]

Por otra parte:
Glatat =4t ; aldammlmta) = —mmar ; G (0 + a) =al—2a00: ;

ataraz = as6: ; Gf(m+ @) =—aoa

y por lo tanto:
R(f;9) = 62 bd + as* b’ —2aeda bo by — Goay by by — @1 @2 bo b1 + 612 bo by + 2o a2 b7
Esto puede presentarse de una forma m4s elegante, asi:
R (f; 9) = (aobs — a2 bo)* — (@0 b — a1 bo} (@1 b2 — a:= by).

Ejemplo 2. Recolver las ecuaciones
D422y +2yy—NDz+y —4=0 ; 22+2zy+2y2—5y+2=0.
Es conveniente ordenar estas ecuaciomes en potencias de y, desde que y aparece sola-
mente elevada a la segunda potencia en smbas. De las ecuaciones as{ ordenadas
Qz4+1Dyr+2ar—42)y+22—4=0
2y + Rz —5)y¥2@+2=0
eliminese y formando su resultante de aguerde con. la. férmula del Ejemplo. 1:
R=x4+13224+56z2+ 80z =z (z + 4): (z + 5).
Los valores z = 0; — 4; — 5 son los tinicos par;a los cuales las ecuaciones tienen rafces
y comunes; esta rafs puede encontrarse por el método para determinar el mgximo comdn
divisor. Asf, correspondiendo a z = 0 se determina y = 2. En correspondencia con z =

= —4; — 5, se encuentra, respectivamente, que ¥ = 2 e y = 3. Todos los pares de
valores z; ¥ que 8atisfacen las ecuaciones propuestas son:

z= 0 y=2
z=—4 ; y=2

rxr=—5 ; y=3:
Problemas

Resuélvanse los siguientes: sisternas: "
1.2 —zy+yt=1 232 B Bay+ 27 A2 —2 w0
. z’+zy'_<3'y5_2z'+ 2y -1, 2y + 2y +1'=0.
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Esto da m + n ecuaciones lineales homogéneas para determinar A,
A1, - -5 Anc1} By B, - - -5 BPmo1, tenlendo esta: ecuaciones una solueiém
trivial si y sélo si su determinante se anula. Vo puede suceder que todos
los ho, A1, - -y Ant O todos los e, pa, - - ., m-1 Se anulen.

Supéngase, por ejemplo, que 3o = A1 = ... = Ay1 = 0; entonces,
no todos los we, ¢y, . . ., em Se anulan. Desde que fi = 0 idénticamente,
se sigue que

fgl = OJ

y esto es imposible desde que ni f ni ¢; se anulan idénticamente. De
acuerdo con el lema, se pucde inferir que la anulacién del deter-
minante del sistema que sirve para determinar los coeficientes de fy
y ¢, siendo f; ¥ ¢ polinomios no idénticamente nulos que satisfa-
cen la identidad

Joo +1i9 =0,

es la condicién necesaria y suficiente para que f y ¢ tengan un mAximo
comin divisor de grado > 0. Llamaremos a este determinante el deter-
minante de Sylvester y lo indicaremos con D (f;g).

Para tener una idea clara de cémo se coustruye este determinante
tomemos el ejemplo:

f=a+az?+az+as,
g boZ2+b1$+bg.

Escribanse las identidades

(@) =aztar +ax*+azx

J(@) = G+ az+az + a;
22g () =box* + b1 2® + be2?

zg (x) = box® + b1z + bex

g9 () = box® + brz + bs;

y multipliqueselas por wg, wi, Ae, A1, A2 respectivamente. Stimense e
igudlense a cero los coeficientes de z4, 2, 2%, z, 1 en el segundo miembro.
Esto da el sistema de ecuaciones

aopo + 0 py + bodg =0,
Qe + Gota + Brdo + oy =0,
Gapre + G+ hado+ i+ boda =0,
azppo+ azpr +0 Mo+ bady+ 512 =0,
Opo+aspa+0k+020m4bik=0,
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cuyo determinante es:

D(f;9) =

Qo
29}
a2
as
0

0

ao
a
Qaz

as

o bien, cambiando filas por columnas:

D (f;9) =

Qo
0
bo
0
0

a

0

bo
b

123
ay
bs
by
be

TEORIA DE ECUACIONES

0
bo
b
bs
0

0

- as

0
0
be |,
b
bs

0
0
bs

Este es el determinante de Sylvester en el caso n =3, m = 2. Es
evidente que en el caso general:

(1]

D (f;9) =
bo

a

Qo

as ...

an

+m filas

Ln filas

J

En este determinante los espacios dejados en blanco por conveniencias
tipogréaficas deben llenarse con ceros. Por ejemplo:

D(f;9) =

Resolver los siguientes sistemas:

Gy Q1 G2 a3 G4
0 a a a as
0 0 a0 a a
bo bl bz bs 0

0 bo b1 bz b3
0 0 b b b
0 0 O by b

Problemas

L2432+ By —v+Dety—y +2y =0,

242y +yt—y =0

0
aq

as

si
0
0

Qq

0
0
0

bs

n=4’m 3
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2. 8342y +2yly—2)z+y*—4 =0,
B+2zy+28—5y+2 =0.

.2 4+3yr*—322+8y’rx—6bazy—2z+y*—3y°—y+3 =0,
2?—3yr*+322+3y’c—6zy—2—y* +3y’+y—3 =0.

4.2 +y— @+ Da+y—y =0,
B—y— @y +06y+Nz+yr+6y2+9y =0.

5.y —(*—3y—1z+y=0,
Zt—yt 3 =0,

6. 522 —-5y*—3z+9y =0,
523 +5y  —1522— 132y —y* = 0.

7.324+922y +9x2 + 3y + 222 —4zy +2y2 =35,
42 + 1222y 4+ 122y + 4y  —at+ 22y —y? = 3.

8. 2 +yzt—4 =0,
2 +yz+2 =0

9. 2 +4yx2 —3z+2 =0,
224+ (y+2)x2—5z24+1=0.

10. Hallar A y ¢ de modo que las ecuaciones

$’—6zx24+Azx—3 =0,
22—z +pz+2=0.

tengan dos rafces comunes.

4. Identidad de la resultante y del determinante de Sylvester.
— La anulacién del determinante de Sylvester D (f; ¢) es una condicién
necesaria y suficiente para que f y ¢ tengan un méximo comun divisor
de grado > 0, supuesto ao = 0. La anulacién de la resultante R (f;g)
también es una condicién necesaria y suficiente para lo mismo. Esto
nos conduce a sospechar la estrecha relacién que existe entre ambos.
En efecto, el determinante de Sylvester y la resultante son polinomios
idénticos en los coeficientes de f y ¢. Para no interrumpir la demostracién
de este hecho capital probaremos primero la siguiente proposicién auxi-
liar: S¢ 0 (z1; 22; . . . ; Ta) es un polinomio en las variables x1, 3, . . ..., Zn
que es separadamente divisible por g (z1), g (z2), - .., g (za), entonces es di-
visible por el producto g (z1), ¢ (®s), ... g (T+) de manera que

0 (@225 ... 3%0) =g(@)g(@2) ... 9 (za) Q(z1;25; ... ;20),

donde Q (z1; x3; . . . ; Za) €8 un polinomio en x,, x3, . . ., T,. Para demostrar
esta afirmacién, supongamos que 8, siendo divisible por g (z;) g (z2) ...
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... g (zicy), es también divisible por g (z:), entonces demostraremos
que 9 es divisible por g (z1), g (x2) ... g(z). Por hipétesis:

B(zi;22;5 ... 520 =g(21) g(xe) ... g (Zit) 02 (Z1; 22, .. .5 T0),

siendo #; un polinomio en xy, 23, ..., z,. Ordénese 6; segin las potencias
de z; y dividase por g (z.); entonces:

0 = g (z) 02 (z1; 225 .. .5 Tn) F Pox" ' F 12 + ..+ P,
siendo po, p1, . .., Pm—1 polinomios en xy, &2, ..., Ti-1, Ti+1, - - -, Tn. POr
lo tanto:

b =g@)gx) ... 9 @) 0+ Poxy»' + Pz 4 ... + Pmoy,
donde los polinomios
Po=g@)g(zs) ... 9@ ps ; £ =0;1;2;,...;m—1,
no contienen a z; Desde que 8 es divisible por g (a:):

Py + Pizi™2 + ... + P,

serd divisible por g (z;) o sea
Pox;m!l + Pizi™? 4+ ... + Ppo1 =9(x) T{z1;20; ...; 2 .

Pero el segundo miembro, si no es idénticamente nulo, ticne al menos

grado m en z;; por lo tanto:
P0=P1= =Pm_1=0,

son idénticamente nulos y la proposicién estd demostrada. Como 6 es
divisible por g (z1) y por ¢ (2.), serd divisible por g (1) ¢ (z2) de acuerdo
s lo que se acaba de demostrar; siendo 8 divisible por ¢ (xs) serd divi-
sible, por la misma razén, por ¢ (z1) g (z2) g (z3), ete.

Para abreviar demostraremos la identidad de D (f;9) ¥ R (f;¢) en

el caso particular de » = 3, m = 2, pero el razonamiento puede exten-
derse al caso general. Sean zi, z,, z;, variables y

J@ =a(z—2) (x —22) (x —z3) .
Entonces el determinante de Sylvester

a a1 a2 az 0

0 a0 ar a as
D({;9) =|b by b 0 0
0 b b b 0

0 0 by b b
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es un polinomio en z,, xz, zs. Multiplicando las columnas 1, 2, 3, 4 por
z4, ©*, 2%, z y suméndolas a la quinta columna, podemos escribir D (f; g)
asi:

a a a; a; zf(x)

0 a0 a a f(x)

D(f;9) =1bo by b 0 2%g(x)
0 b b by zgl(z)
0 0 by by g(=)

Haciendo z = z;, 2., z; y teniendo cn cuenta que f (21) = f (za2) =
= f (zs) = 0, vemos que D (f;g) es divisible por g (z1), g (za), g (z3)
y por lo tanto divisible por g (z1) g (z:) ¢ (x3) de manera que

D(f;0) = g() g(m) g () Tim; 23 1),

donde T (x1; z2; #5) es un polinomio en z;, zz, zs. Escribiendo D (f;g) asi:

@@

dy asz Qs

o & &
D(f;9) = as 45 as as

bo bt b2 0O O
0 b b b O
0 O be by be

ds 1 1 1 a 1 1 1
- —+ = ; 2= + + ;
as I X2 zs3 as X 22 ), Ts 22 T3
[ 1) 1
—— = —
as T1 X2 Ty

vemos que el determinante desarrollado contiene, aparte de un térmimo
constante, solamente términos que involucran z,, z;, zs en los denromi-
nadores. Por lo tanto, en el desarrollo de D (f; ¢) el término de mayor
grado en 2, zs, z; es de la forma

K x% 20% 242,

con K constante. Un término similar es el de grado méiximo en 2, 2,
z3 en el produeto
g (z1) g (z2) g (2s) ,

de donde se puede eoncluir que T (z1, 72, 35) se reduce a una constante.
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Lldmese a esa constante C y para determinarla higase 7, = zs = 23 =0
en ambos miembros de la identidad

D (f;9) = Cg(z1) g (22) g (z3) .
Como a; = a2 = a3 = 0 cuando z; = z; = zy = 0, tenemos:

ag 0 0 O O
0 a 0 0 O
D(f;9) = | bo by ba 0 O [=ac?bs
0 bo by b2 O
0 0 by bi by
Por otra parte:
g (0) g (0) g (0) = b
y asi:
Cbzs=aozb23

de donde, considerando by, by, b2 como variables:

C=a02

D(f;9) = ac*g(x) g (22) g (x5) = R(f;9).

Esta es una identidad en z., zs, za; by, by, by se consideran variables.
Pero amhbos miembros son funciones simétricas de 2, s, ;. Siendo idén-
ticas seguirdn siéndolo cuando se expresen como polinomios en ao; a;;
az; as; bo; by; be de acuerdo al principio de Gauss demostrado en el Ca-
pitulo XI, Pérrafo 7. Asf, la identidad del determinante de Sylvester
y de la resultante considerados como polinomios en los coeficientes de
J v g queda demostrada.

5. Discriminante. — El producto de las 1/2 n{(n —1) diferencias
Z. — 2 correspondientes a todas lag posibles combinaciones de dos indi-
ces a < @ tomados de entre n ntimeros 1, 2, 3, ..., n, a saber

@ —23) (B0 —x35) ... (B — ) (@2 —23) ... (T2 — Zn) ... (Tno1 — Z),
solamente cambia de signo con la transposicién de dos letras cuales-
quiera Z. ¥ Zg ¥y, en consecuencia, por todas las permutaciones de ellas

adquiere sélo dos valores. Su cuadrado es, por lo tanto, simétrico. Si
ponemos

J@ =a@ —z)(@—2) ... (2 —2) =aez"+ a2 + ... + a,,
las funciones elementales simétricas son:
a Qs an

—— ; — ... (= 1Dr
Qg [+ 1)) ay
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Por lo tanto:

(1 —22) (11— 23)%. .. (1 — Zn)? (X2 —23)%. . . (22 — Zp)? . .. (Tno1 —Zn)?,
que involuera a ;a2 ...; Tn simétricamente, puede expresarse como
un polinomio en

a . Q| , Gn

— b —— 3 v ) M

Qg Qo ao

Siendo 2 » — 2 la mayor. potencia de z, que se presenta en el pro-
ducto anterior:

D=a® 2 (r1—x2)?. .. (@1 —Ta)? (X2 —x3)?. .. (T2 — )% .. (Tnm1 — Zy)?,

se un polinomio homogéneo de grado 2n — 2 en ag, a1, ..., @y y se lla-
ma discriminante de f(x). Si #1; x2; .. ., T, no represntan variables sino
rafces de la ecuacién f (x) = 0, la misma expresién D se denomina dis-
criminaute de esa ccuacién. Evidentemente el discriminante se anula
si y solamente si la ecuacidén tiene raices iguales. El discriminante tiene
una intima relacién con la resultante de f (z) y sus derivadas. Como

f’ (171) = Qo (I]_ — 1132) I (x; —x,.)
J/@) =a (@ —x) ... (22 —xn)
S (x) = a0 (Tn — 1) -.. (Tn — Tp—1)

es facil ver que:

RS @) @) = (=D T aet (31— 2)? . (BT}

n (n—1)
cii (Zpm1 — 2= (— 1) 2 @ D.

Por otra parte:
R(f;f") = a1 (@) f' (z2) ... f' (z0)
y asi:

n (n—1)
(=1)7 2 aD=R(;f).

La expresién explicita del discriminante se obtendrd escribiendo
R (f;f') como un determinante de Sylvester.

Ejemplo 1. Encontrar el discriminante de un polinomio cuadrético
f(:c) = Qo 2 +01x +Gz.

La resultante de f y f es:
Qo aQy as
R{f;ify=|2a a O
0 2 ay a;
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de donde
1 &G O
D=—]|2 a 0 ]| =at—4asa;.
0 2a a

Ejemplo 2. Encontrar el discriminante de un polinomio cbico.

J () =g+ arx* +arz +as.

Aqui:
Ge ay Gy a; 0
0 Gg G G2 G
R(;f) = }3as 2020 @ O O
0 3as 2a1 @ O
0 0 3a 2a1 &
de donde

Qe a a: a3
a 2a; 3a; O

1
0
D=—|3 2a
o 3ay 2a a 0
0
(1]

0 3a 2a a
0 3a. 2a G S0 G

Inegode&nndhrmdetermimn&e,ummquehexpmsiénfmddebu:
D = 18a¢a16:0s —4 a*a; + ar*a — 4 aea® — 27 a’ as’.

En e caso de una ecuacién con coeficientes numéricos el cflculo del discriminante
puede ser reducido al cdlculo de un determinante numérico del mismo orden que el grado
de Ia ecuacidn. 8 @y, ay, - . -, @, 500 las raices de la ecuacién entonces el cuadrado del
determinante de Vandermonde

1 o & ...t

1 @ q_.'.___&.—l

=(an—@) ... (ga—o0nd) ... (@—a)

1 ap ag... aq™1!

difiere de D solamente por el factor ag®™*. Multiplicando ahora el determinante de Van-
dermonde por of mismo, columna por columna, y lamando como de costumbre:

si=a't+at+... +at

las sumas de las potencias i-ésimas, tenemos:

1 « n:_._q.—l 2

1 @ @' @™ | & 8. 8

1 ap o9t ... 2 * Sm—13m - B2
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y asi

D=a.:-—1
En By - .- B2

Las sumas s; se pueden calcular ripidamente por medio de las f6rmulas de Newton.

6. Raices imaginarias. — FI cilculo de las rafces imaginarias puede
ser reducido al de raices reales por medio de la eliminacién. Sca la ecua-
cién propuesta

J(@) =az* + @z + ... +a, =0,

con coeficientes reales y sea £ = a -+ b¢ una de sus rafces imaginarias.
Entonces, f (a + bt) = 0 y por la f6rmula de Taylor

1@ /@ g 1”@

J(e +b) =f(a) +br—— T 23

+ ...

Como el segundo miembro se anula por hipitesis, se anulan sus partes
real e imaginaria separadamente, es decir:

I (a) 17 (a)
— H— ... =
/@) 1.2 vt 1.2.3 0
_ @ ., ff@ ..
f @ 1.2.3 ¥+ 1.2.3.4.5b =0

ya que para una rafz imaginaria b » 0. Eliminando 5* obtenemos una
ecuacién de grado n (n —1)/2 que debe ser satisfecha por la parte
real de todas las rafces imaginarias. Las raices reales de esta ecuacién
que levan a valores positivos de b* pueden calcularse por uno de los
métodos explicados en el Capitulo VIIL. La ecuacién auxiliar que sirve
para determinar a es de grado 3, 6, 10, . .. correspondientean = 3, 4, 5,...
Debido al elevado grado de esta ecuacidén y al trabajo que toma desarro-
llarla, este método de cdlculo de las rafces imaginarias tiene sélo un
valor tedrico excepto para los grados inferiores n =3 y n = 4. Es
mucho mejor, para este propésito, el llamado método del cuadrado de la
raiz o de Graeffe. Los lineamientos de este método pueden encon-
trarse en el Apéndice V.

Ejemplo. Sea la ecuacién propuesta

f@=r+4z—1=0.
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El sistema de ecuaciones que sirve para determinar a y b en este caso es
WB—6ad’+at+4a—1 =0,
abt—at—1=0.
Evidentemente a = 0; luego:
e +1

a
que luego de sustituirlo en la primera ecuacién da

4at+a*—1=0.

El Gnico valor positivo de a? que satisface esta ecuacién es

1
at = —,
2
y, correspondientemente
1
¢ =4 ——

Debemos tomar

de manera de tener un valor positivo de b2 Entonces:

1+v8 Vi+43®
2 Ve

b = ; b=x

y las rafces imaginarias de nuestra ecuacién son:

14+iV1+48  1—iV1+4F
B ' Ve '

Problemas

Hsllense las rafces imaginarias de las siguientes ecuaciones:

1.224+z+4+10=0. 2. 58 —~22x—2 =0,
3. 22~2z2—5=0. 4. 2t +22—2x2 46 =0,
5. 2t ~223 4622 —2z2+5 =0. 6. 2*—4224+8zxz—4=0.

7.22—z2+1=0, 8.z —2z3—1=0.
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EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA

1. — Se supuso en todo este libro que toda ecuaci6n algebraica con
coeficientes reales o imaginarios tiene, por lo menos, una rafz compleja.
Esta afirmacién es conocida como teorema fundamental del dlgebra. La
evidencia empirica de esta proposicién, recogida de innumerables ejem-
plos particulares, es tan fuerte que por mucho tiempo fué considerada
como algo evidente. El que primero establecié el hecho de la existencia
de rafces como teorema fué D’Alembert en 1746 y traté de demostrarlo.
De acuerdo al rigor que hoy se exige, la demostracién de D’Alembert
es defectuosa en muchos aspectos, pero contiene un buen germen y
puede elaborarse con ella una demostracién rigurosa. Por ejemplo, una
de las demostraciones propuestas por Weierstrass est4 basada en la
idea de D’Alembert. La primera demostracién completa del teorema
fundamental fué hecha por Gauss en el comicnzo del siglo pasado, y
desde entonces se han agregado muchas otras. Entre las muchas demos-
traciones existentes, probablemente la primera y la cuarta de Gause
(ésta es s6lo otra presentacién de la primera) muestran de la manera
més clara por qué una ecuacién debe tener una raiz; y aunque los parti-
darios del rigor extremo insisten en la necesidad de varios agregados,
presentaremos aqui la cuarta demostracién de Gauss como la que estd
mas de acuerdo con los propdésitos de este libro.

2. Los coeficientes del polinomio
f(z) =20+ azn + b2+ ... + 1,
son nimeros complejos. Sean éstos, escritos en forma trigonométrica,
a=A(cosa +isena) ; b =DB(cos@ +¢sen), ...,
1 =L (cos A + 1 sen A).
Atribuimos también a = un valor complejo
z=r1r(cos¢ + tsen ¢).

Sustituyéndolo en f (z) y separando las partes real e imaginaria con
ayuda del teorema de De Moivre, podemos escribir

f(z) =T +iU
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donde
T =rcosn¢ -+ Ar~lcos[(n —1)¢ + a2} + ... + Leosk,
U=rmsenng - Ar*lgen[(n— ¢+ al+ ... + Lsena.
El teorcma fundamental quedard demostrado si podemos probar la

existencia de un punto con coordenadas polares r y p enel que T y
U se anulen, y esto se conseguird recurricndo a la intuicién geométrica.

3.— Antes de entrar en l. parte fundamental de la demostracién
deben hacerse algunas consideraciones preliminares. En primer lugar,
es posible determinar un ndmero B tal que para r > R

™— 2 (Ar' + Br~* 4 ... + L) > 0. 1]

Si C es un nimero positivo mayor que todos los nimeros 4, R, ..., L,
Ia desigualdad [1} se cumplirs si

m—y2 O +rmt+ .. 4+1)>0

6
r'{l ~\{'2’c'(—1—+i+ +-1_)] > 0. 121
r r” ™
Pero, suponiendo r >1:
L S i
r r ™ r—1

¥ en consecuencia, [2] y con mayor raxén [1] ser&n vilidos sir > 1y

_YIC
esto es, si
r>1+42C.
Basta tomar
R=1++V2¢C,

para que se cumpla la desigualdad {1} pars r > R.

4. — En segundo lugar, es posible demostrar que la circunferencia
de radio r > R consiste de 2 n arcos en los cuales T toma valores alter-
nativamente positivos y negativos. Con este fin introduzcamos el Angulo
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y consideremos sobre la circunferencia 4 n puntos con argumentoe
©,30,50,...,8n—306,(B8n—1e.

Estos puntos se designarin con Po, Py, P, ..., Py ). Combinindolos
en 2n pares Py, Py; Py, Ps; ... ; Pin-3, Pia1, serf fcil demostrar que
en los puntos de cada par, T toma valores de signos opuestes, ¥y que
estos signos serdn

(=12, (—D,
para el par Py, Pay,. Las amplitudes correspondientes a Pn y Pay son

o=@k +1)= y & =@k+3) ——
4n 4n

y, por lo tanto

y cosn ¢ = (— M-

v2

Multiplicando los correspondientes valores de T por (—1)*y (—D**,
respectivamente, tenemos:

cosn ¢ = (— 1)

(_1).T=V% +(—1rAr~cos[(n —1) ¢ +a] +

+ ... + (—1)*Lecosd

(DT = ok (— D™ Ao [ — D ¢+l +

+ .o "‘(_l).'lll"u)s 1)

¥, por lo tanto, reemplazando
(— 1 cosf(n—1) ¢ +al,...,(—1)* ecosd
(—Dcos[(n—1) ¢ +al,...,(—1)**co8],
por (— 1), se llega a las siguientes desigusldades

(— 1) Tg%—Aﬂ-‘—...—L
(—l)ngJ—%—Ar'-l—...—L,

cuyos segundos miembros, por la eleccién de r, son positives; y esto
prueba el enunciado. Por variar T continuamente con ¢, se anulard
2n veces en los puntos (0), (1), (2),...,(2n —1) cuyos argumentos
serén, respectivamente:

w;3w; 50;7w; 90; 11w;...;(8n —3)e; 8n —1)ae.
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Es importante demostrar que estos puntos son los dnicos en los que
T se anula. Para demostrar ésto expresamos cos ¢ y sen ¢ en funcién

de § = tg %, de la siguiente manera:

1 — & 2
CcOo8s = — ; = —_——
T ire T Tre

e introducimos la expresién correspondiente

x=r(1__52 + 1 28 ),
14+ 8 1+ 8

en f (z). Entonces, la parte real T se presenta en la forma
- P2n (‘E)
1+ &n

giendo P2, (£) un polinomio real de grado no mayor que 2n. Por anularse
este polinomio para 2n valores distintos de & como se demostrd, su
grado es 27 y no puede anularse para ningin otro valor de §. Ademés,
las 2 n rafces cuya existencia se demostrd, deben ser rafces simples y
por lo tanto, alternarse los valores negativos y positivos de T' al des-
eribir la circunferencia de radio r. Puesto que en el punto de argumento
w el valor de T es positivo y cambia de signo al pasar por el punto
(0), en los 2 n arcos entre

@Oy ;Vy@;...;5@n—2)y 2n—1) ; 2n—1)y (0

os signos de 7T serin alternativamente — + — -+, ete.

5. — En tercer lugar, demostraremos que U toma valores positivos en
los puntos (0), (2),...,(2n —2), y valores negativos en los puntos
(1), 3),...,(2n —1). El argumento ¢ del punto (k) se encuentra entre

4k + 1) —— 4k +3) —,
( +)4ny( )4n

por le tanto, (— 1)*sen ¢ es positivo y mayor que —1— Multiplicando
U por (— 1) y reemplazando \d
(—D#*sen[(n —1) ¢+ a];...;(—1krsenn
por — 1, tendremos
(D2 Uzrm(—*senn¢p—Ar~* — ... —L,
y también la desigualdad
(—1)*»U >

rﬂ

— A+t — . — L,
2
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pero aqui el segundo miembro es positivo por la eleccién de r. Por lo
tanto, el signo de U en el punto (k) es (— 1)

6. — Elegido un circulo I' de radio >R, su circunferencia es dividida
por los puntos (0), (1), (2), ...,(2n — 1) en 2n arcos en los cuales el
signo de T es alternativamente negativo y positivo. Cuando el circulo
T crece, los arcos (0) (1); (1) (2) etc., delimitan 2 n regiones, que se
extienden hasta el infinito, dentro de las cuales T' toma alternativa-
mente valores positivos y negativos; estas regiones estin separadas
entre si por curvas en las cuales T = 0. Para describir més intuitiva-
mente la situacién, llamaremos « mares » a estas n regiones, afuera de
I, donde T < 0, y a las otras n regiones, donde T > 0, « continentes ».
Las curvas en las que T = 0 serdn las « costas ». Los n mares y losn
continentes que existen en 2l exterior de T’ se extienden al interior de I'
a través de los arcos (0) (1); (1) (2); etc. Comenzando por el punto final
(1) del arco (0) (1) a través del cual penetra un mar en el interior de T,
imaginemos que caminamos a lo largo de la costa de modo que el conti-
nente quede a nuestra derecha, yendo hacia adentro. Debemos luego
salir de I' y cuando lo cruzamos nuevamente, yendo hacia afuera, el
continente debe seguir estando a nuestra derecha. Si la circunferencia
se recorre en el sentido contrario a las agujas del reloj, los continentes
y mares se alternan, de donde se deduce que cruzamos I', yendo hacia
afuera, en el punto (k), siendo k par; es decir, ya sea en (2), que es el
caso m4s simple, o en (4), (6), etc. Por lo tanto existe una curva conti-
nua L que va de (1) a un punto (k), siendo k par. Sobre la curva L es
constantemente T = 0; y en el punto (1), de acuerdo al Parrafo 5,
U < 0,por lo que U > 0 en el punto (k).
Por variar U continuamente, en algin
punto de L debe tomar el valor 0, de mo-
do que existe un punto dentro de I' en el
cual es T=0 y U =0, lo que prueba
la existencia de una raiz.

La figura siguiente, copiada de Gauss
y preparada para una ecuacién especial
de quinto grado, ilustra perfectamente lo
que hemos dicho. Las 4reas cubiertas por
mares han sido sombreadas y las que re-
presentan continentes han sido dejadas
en blanco. Ahora, si partimos de (1) y
caminamos a lo largo de la costa llega-
mos al punto (2) sobre el circulo T, y entre ellos sobre esta cos-
ta hay un punto a que representa una rafz. Podemos partir tam-




330 TEORIA DE ECUACIONES

bién de los puntos (3), (5), (7), (9) y seguir la costa en la forma
descripta. Desde (3) llegamos a (8) pasando por otra raiz b. De (5)
llegamos a (6) pasando por una rafz ¢, y de (7) llegamos a (4) pasan-
do nuevamente por ¢. Finalmente, de (9) llegamos a (0) pasando por
la rafz d. Esto nos indica gque existen cuatro raices a, b, ¢, d de las
cuales ¢ es una raiz doble.

El teorema fundamental del ilgebra, por su naturaleza, pertenece
més al andlisis que al Algebra. Es natural, por lo tanto, que esta demos-
tracién de Gauss contenga elementos trascendentes de cardcter analftico
y topolégico. Existen demostraciones, como la segunda de Gauss y
otras obtenidas después de ella, en las que los elementos trasecendentes
fueron reducidos a un minimo. Sélo se requicre en estas demostraciones
un hecho que pertenece al andlisis: que una ecuacién real de grado
impar tiene una raiz real.
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ACERCA DEL TEOREMA DE VINCENT

1. Si una ecuacién sin raices multiples se transforma sucesivamente
mediante las sustituciones
1 1
z=a+— ; y=b 4+ — ; z=c+l;...
y z 4

donde a, b, ¢, . .. son enteros positivos arbitrarios, Ia ecuscién transfor-
mada, después de un mimero suficiente de transformaciones, no pre-

sentard variaciones o tendri sélo una. Este importante teorema fué pu-
blicado por Vincent en 1836 en el primer volumen del Liuoville’s Journal,
pero mas tarde fué olvidado hasta tal punto que no se lo menciona en
absoluto en un trabajo eapital como es la Enzyclopddie der mathemati-
schen Wissenschaften. Sin embargo, el teorema de Vincent es la base
del método tan cficiente para separar las rafces reales explicado en el
Capitulo VI. En este apéndice daremos una demostracién de una pro-
posicién algo m4is delicada que se enuncia como sigue:
Sea N; el término k-ésimo de la sucesién
1;1;2;3,5;8; 13;21; ...

en la cual cada término es la suma de los dos precedentes y donde A > 0
es la minima distancia entre dos raices cualesquiera de la ecuacién
J (z) = 0 de grado n, sin rajces miltiples. Supongamos elegido el ni-
mero m de manera que:

-3
donde 1

e=(1+i)'—‘—1. 2]

n

Entoneces la sustitucién
3=¢1+L

a +

T+ 1 3]
Gy +

1
£
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presentada en la forma de una fraccién continua con elementos arbi-
trarios, enteros y positivos ay, @y, . . ., an, transforma la ecuacién f (z) = 0
en la ecuacién F (&) = 0 que no tiene méas de una variacién.

2. Sea, en general, P,/Q; la k-ésima reducida de la fraccién continua

De la ley de formacion de las reducidas:

Priy = agp P+ Py,
Qi = A Qr + Qi

v considerando que @, = 1; @, = a; = 1, se sigue de inmediato que

Qv 2 Np.
Adems4s, la relacién [3] aparece en la forma
z = Pm& + Pm-l
Qm& + Qm—l
de donde
P — Qum-
E= — Prna — Qmaz . (4]
Pn—Qnz

Si 7 es una rafz cualquicra de la ecuacidn f(z) = 0, la cantidad &,
determinada por [4], es la raiz correspondientz de la ecuacién transfor-
mada F (&) = 0.

Supéngase que z es una raiz imaginaria

z=a+bt;bsx0.
Entonces la parte real de la correspondiente rafz &, es:

. (Pm_l_ QmJa) (Pm_ Qma) + Qm_lmez
(Pn— Qma)? + Q% b*

que es ciertamente negativa si

(Pm—l _Qm—la) (Pm '—Qma) =20.

R(§) =

Si, por el contrario,
(Pma— @maa) (Pn—Qna) <0,
significa que a estd contenido entre dos reducidas sucesivas:

Pm_l R Pm

Qm—l ’ -Q_m’
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la diferencia de las cuales es en valor absoluto igual a

S S
Qm—l Qm
Por lo tanto:
P, 1 P, 1
— < ; —a| < —mmm—
Qm—l Qm—l Qm Qm Qm-l Qm
de donde
1
|(Pm—1'_an—1) (Pm_an)I <—=s1
Qm—l Qm
En consecuencia, la parte real de § serd negativa si
Qm—l Qm b2 > 1 .
Pero

A
ngQm—lgNm_l y lb| >—2—'°

La desigualdad que acabamos de escribir se deduce de

Nm—lA >1_'
2

y ésto, en virtud de [1], es cierto. Luego, las raices imaginarias de la
ecuacién transformada ticnen compencntes reales negativas.

3. Supéngase que con z llamemos indefinidamente a las raices reales
de la ecuacién f (z) = 0, si las hay. Deben considerarse dos casos. Su-
péngase primero que cn correspondencia con todas las raices reales z

(Pm—l_Qm—lx) (Pm_me) >0.

Entonces se deduce de [4] que todaslas raices reales de la ecuacién
transformada F (§) = 0 serdn negativas. Se ha demostrado ya que
todas las raices imaginarias de esta ecuacion tienen componentes reales
negativas. En consccuencia, F (£), ademés de un factor constante,
consta de factores lineales reales & + a con a positivo y factores cua-
draticos & + b & 4+ ¢ con b y ¢ positivos. Luego el polinomio F (&)
no presenta variaciones.

Supongamos cn el segundo casc que para alguna rafz real z

(Pﬂl—l — Qm—lx) (Pm —me) é 0.
Fntonces z pertenece al intervalo

Pm_l Pm
Qm-—! Qm
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y por lo tanto

z

P_I 1

— é -

Q- QS—IQ-

Sea 2’ otra rafz cualquiera, real o imaginaria, de f(z) =0y ¥ Ia

raiz correspondiente de la ecuacién transformada. Entonces, teniendo
siempre presente que

PuQui— P-—IQ- = (_ l)-,
se concluye de [4] que

;. Qma (— D=
gy =t -
Q- QO(P-"'Q.I')
0 bien
“l eem(g-e)
siendo
v = (_ l)-—l .
Q-Qu(g—:—z’)
Ahora
£'——z’|=|P—'—z+z—z' 2A——— >0,
Q- Q- -Q-—l

1 1
< .
AQ-Q.—I_I h AN-N-—I_I
Pero por la segunda de las desigualdades [1]
ANaNai—1>21

€

la| s

y asf
la] < €.

Entonces, las raices de la ecuacién transformada correspondientes a
las rafces zi, Z3, . . ., Zo1 de 1a ecuacién f(z) = 0, diferentes de z, son
de la forma

Qua

£ = —
Qm

Q1+ a),

‘o <e.
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Examinemos ahora el producto
GH1l+a)@E+l4a)...¢F1l4dany) =01+Rit* 4 ... +Ruy
Tenemos
Rs=z(l+~'ll)(l +‘lz) (1+¢¢),
consisitiendo la suma de (n k_ l) términos. Desde que

1 Q+a) (A +a)...(0+ae)— 1] =0 +]ja])@+|al)...
(Lt al) —1

y
layl <e 3 Ah=12,...,n—1,

tenemos
I(l+u.)(l+a,)...(l+a.,)—l| =(1+es—1
§(1+€)'—l—l =_l_-
n

Es facil comprender entonces que R pueda presentarse en la forma

-1
R.,=(" . )(1 + 3)
donde
1
13| < —-
n

Entonces:
Ry > 0.

4. Es de primordial importancia demostrar que la razén (hacemos
Re = 1).

R
Rs
disminuye con k creciente. Como
R; _n—k l+85 . Rm n—k—1 i l-{-bw
Ry k 1 4 3 ’ R k+1 1 + 35

es suficient.: demostrar que
k(n —k —1) < (1 + 30?2
k+1D)(n—k (14 3%) 0+ %)

{51

Ahora:
k(n —k—1) —1— n 1 4n =(n——l)’
k+1)(rn—k) k +1)(n —Fk) (n + 1)? n+1
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Por otra parte:

(1 + 3p)? S (1 _‘:T>2 _ (n—1)
(1 4+ ) (1 + 3p40) (1 4 _1_)2 (n + 1)?
n

y de esa manera la desigualdad [5] queda demostrada.

5. Supéngase que para la raiz z la desigualdad estricta
(Pmaa — Qmax) (Pm— Qmz) <0,

se cumpla. Entonces, la raiz £ de la ecuacién transformada correspon-
diente a z serd positiva, v puede demostrarse que el polinomio

(=8 (uw—=8) ... (u—E&a) =0¢),

que difiere de F (u) sélo por un factor constante, presenta solamente
una variacién.

Sustituyendo
u=—Q—ﬂv;E=Qm—l(o;w>0,
Qm Qm
tenemos
6w = (QQ"-‘ )"<u ) ATt a) . @+ ),

de manera que es suficiente demostrar la afirmacién para ¢l polinomio
W—0)@+14am)... 0+1+ a) =@—0) @+ R~ +
4+ ... +Rpy) =v+ (R —w) v+ (Ry — Rio) vt +
+ ... + (Rpaa — Rre0)v — R0,

Este polinomio presenta evidentcmente una variacién y no més de

una, desde que Ry, R, ..., Ra, w son positivas y
R2 Rn_.l
RBi—wv ;] ——w;...; —w ; —,
R, Ro2

es una sucesién decreciente de nimeros.
Queda por considerar el caso

(Pm-l—Qm—lx) (Pm—Qm:E) =0.

Todas las conclusiones referentes a las raices de la ecuacién transfor-
mada correspondientes a las que difieren de z, se mantienen por fuerza
y, en particular, la coneclusién de que By >0. Solamente en el caso en que

PM_Qm—lx=0'
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la cantidad llamada & serd igual a cero. Evidentemente entonces fa
ecuacién trapsformada no tiene variacioues.

En el caso en que
Pm—Qmz = 0:

tendremos & = «, lo que demuestra que la ecuacidéa transformada se
reduce al grado n — 1. EIl polinomio F (u) difiere del producto

(w—8)(u—3&) ... (u— &),

solamente por un factor constante, producto que desarrollado no pre-
sents variaciones. Luego, el teorema de Vincent queda perfectamente
demostrado.
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ACERCA DE LAS ECUACIONES CUYAS RAICES TIENEN PARTE
REAL NEGATIVA

1. En el estudio de la estabilidad dinimica de sistemas mecdnicos
es necesario tener un criterio simple para decidir si todas las raices de
una ecuacién algebraiea con coeficientes reales

J@) =pet+ 4 p:22+ ... + puzr =0, [1]

tienen parte real negativa. Este problema fué planteado por Maxwell,
estudiado luego por Routh, y resuelto de una manera muy elegante por
Hurwitz. Hurwitz hallé el siguiente criterio: La ecuacion [1] tiene todas
las rafices con parte real negativa unicamente si los n determinantes

D1 Do 0
P1 Do
Dl=pl,D:=i I;Dz= Py P2 P} o--. ;
P: P2
Ps P+ Ps
M Pe --- 0
D, = P: P2 .- 0

Pai1 Praz -.-. Pa”

son positivos, siempre que, como puede legilimamenie suponerse, po > 0.
En todos los determinantes los indices de las letras p en cada fila de-
crecen de a 1, v las letras con indices negatives y aquéllas cuyos indi-
ces son > n, se reemplazan por ceros.

En el caso de n = 2, este criterio se verifica directamente. Porque las
condiciones en ese ¢aso son

Pe>0 ; P >0

41 p°|=p1p=>0

0

o sea: pg > 0; py > 0; p- > 0, v entonces es evidente que
Ppot+mzt+pr2=0.
tiene raices con parte real negativa. Suponiendo que el criterio de Hurwitz

es verdadero para ecuaciones de grado n — 1, vamos a demostrar que
338
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continia siendo cierto para ecuaciones de grado n, completando de
esa manera la demostracién por induccién. Seguiremos un método
simple y elegante de [. Schur.

Puede establecerse sin reparos la siguiente proposicion: Si todas las
rafces de [ (z) lienen parte real negativa y  es un niimero complejo, serd

FE I >ifC-) st RE>O0,
F(@ .= 00 i st Rg=0, 2]
if(® < f(—3) | st Rg<O.
Consideremns la descompeosicién factorial de f (z):
J(@) =pa(z—a)(x —a) ... (x—aa).

Suponiendo I = a + bi y considerando el factor lincal real z — 2,
tenemos

en consccuencia, puesto que por hipdtesis 2, < 0:
iE—m 2l —§— i (3}
por ser
a=R:Z0.

Los factores lineales imaginarios aparecen en pares conjugados. Sea

z —a,y z — a, uno de estos pares y
2, =1 +1% ; @ =1, -5, ; ¥, <0 ; 5 >0.

Ser4:

'E_ur.;’ = (a—..(r)!‘*‘ (6_5,)’ ; IE _'2022:‘ ((l ‘—’{,)2+(b+3,.)2,

y
|—i—ai=@+r) + 0 +8) 5 | —&—a=(@+r)+06—2).
Pero
(@a-v)z2(a+ 1),
segin sea
aZ0.
En consecuencia
1E -2 E -2 ZI(—E—a) (—E—a) 4
¥y& que es
REZ0.

Las desigualdades [2] se deducen fdcilmente de {3] y [4].
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2. Si hacemos

1
—2—¢=popx+m(p1p: —DoPs) z+Pops 2+ 0 (MiPi —Dows) 2 +...  [5]

es fdcil comprobar que
zy= [po (1-2) +m]f(z) —[m (-2 —pxw]f(—x)
z z
o bien
zy=A(@)f(z) —B@)f(—2), (6]
donde

Aw=p%1—3)+mw;lﬂﬂ=pﬁb—3y—mm
z \ T

Supongamos que pe > 0; p1 > 0; w > 0 y sea z un ndmero complejo
= 0 tal que

RL <1.
‘ x

Eatonces, es facil ver que
lA@ | >[B@|. [7]

3. Las rafces de la ecuacién ¢ = 0 varfan con w, pero sus reciprocas
estardn acotadas si w est4d acotado, por ejemplo si © < 1. Porque esta
ecuacién, como es f4cil comprobar, es de grado » — 1, y las reciprocas
de sus rafces satisfacen a la zcuacién

PiPr 7 PoPs s P2 ges p L =0,

Dopr Pl

"1l 4+ w

cuyos coeficientes estdn acotados. Por lo tanto, w puede tomarse positivo
y tan pequefio como sea necesario de modo que para todas las raices
de ¢ = 0 sea

Ri<1.
x

Entonces, las partes reales de todas las raices de ¢ = 0 serd4n negatvas
si las partes reales de las raices de f (z) = 0 son negativas. Porque, su-
poniendo que para alguna raiz § de ¢ =0

R§20.

Entonces, segin [6]

AR fE =B@E (-1,
¥y segin [7]
1A | >|B(®) ]|,
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por ser

R—u-)—<1..
§

En consecuencia:

@1 =+2E sy <ir—91,

lA@® ]
lo cual es imposible siendo R § 2 0.
4. La reciproca también es cierta: Si po > 0; p1 > 0, y todas las rai-

ces de ¢ = O tienen parte real negativa, entonces todas las rafces de
f (z) = 0 tienen parte real negatia. Cambiando, en la identidad

z¢(z) = A(2)f(z) —B(@@) f(—2)
z por — z, tenemos

zd(—2) =B(—2)f(2) —A(—2)f(—2),

y resolviendo para f (x):
zA(—2x)

1@ T oaco—s@wa—a '@~
- z B (z) ¥ (—2).
A(@)A(—=z) —B(z) B(—2)
Pero
A(x)A(—2) —B@)B(—=2) =4piprow
Yy entonces
4dpipmof(zr) =24 (—2) $(z) —zB(z) ¢ (—1x). (8]

Supongamos ahora que § %0 esunarafzde f(z) =0y que R § 2 0.
Se desprende de (8] que

A(—8e(E) =BE ¢ (-9). (9]
Haciendo § = a + b7, tenemos

A(—E) =po(1 +am+ibm) + o,
B(E) =po(1—-am—ibm) — o,

JA(— 8 2P=[p(1 + aw) + pro] + plfb2ul,
'B(&) |2 = [po (1 —am) —plm]2+ pozbzmg’

en consecuencia

FA(=8 P —|BE)|P=40pla+4pipio >0
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[A(—8 | >IB(®].
Entonces, de [9]
(o1 =120

— e (— 19 (— 81,
iA(—E)Ih( BDl<ivd i

y ésto es imposible siendo R £ 2 0, porque todas las rajces de ¢ = 0,
por hipétesis, tienen parte real negativa.

5. En correspondencia con los determinantes D)y, D,, ... pars Ia
ecuacién ¢ = 0 tenemos los determinantes
o (PP —Dpap) Popr
o (P —Pops) Pops
o (P12 -~ PoePi) PoPr 0
Ai =l o@Pi—Pops) pops @(rpr—pops) |5 ...
0 (P1Ps —PoP) Pams @ (PrPs— Poy)
Ahora bien

_ '
Ay =wD;s ; Az=mpo‘plp2 PoPs P _
PrPs— DPoPs Ps

A=w(@mps—pops) ; A=

n 0 0
=0pepr [ P2 PiPr— PP P
s D1Ps— DPePs DPs

o sea
P P O
Az =wpo {Ps Pr ;| = wpoDs.
D P« Ps
Eu torma similar:
y 2 0 0 Pt po 0 O
As = 0* ! Ps P1P2—PoPs Poh —w? po P P: P2 P Do
s P1P¢ —PoPs PoPs Ps P+ Pz D2
P1 DrPs —PoPr PoPs P: Ps Ps Ps
o bien

A; = M’PoplDl

En general, todo determinante A, difiere de D;,, s6lo en un factor
positivo. Podemos demostrar ahora que las condiciones

D,>0 ; D:>0; ... ;D,>0,

son suficientes para que una ecuacién f (z) = 0 de grado n tenga todas
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ias rafces con parte real negativa, porque entonces tememos ps > 0;
n>0y
Ay >0 ; Ar>0; ...,A,1>0.

Por lo tanto, suponiendo que el criterio valga para ecuaciones de
grado n — 1, la ecuacién ¢ = 0 tendrf todas las rafces con parte real
negativa y entonces (PArrafo 4) también gerd verdad para f(z) = 0.
Las condiciones

Di>0 ; D:>0; ... ;D.>0,

son también necesarias. Porque si f(z) = 0 tiene todas las rafces con
parte real negativa, el polinowmio f (z) consta de factores lineales = + «
con a positivo y factores cuadriticos 22 + 28z + v con 8 y y positivos.
Por lo tanto, todos los coeficientes de f (z) son del mismo signo, y su-
poniendo que ps > 0, teadremos también D; = p;, > 0. Teniendo la
ecuacién ¢ = 0 todas las raices con parte real negativa (Phrrafo 3),
€8 necesario que

Ay >0 ; Ar>0; ... ; A,:>0,
por hipétesis; en consecuencia también
D:;>0 ; Ds>0;...;D.>0.
Entonces:
Dy;>0 ; D:>0; ... ;D.>0,

si todas las rafces de f(z) = 0 tienen parte real negativa, supuesto
e > 0.
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SOLUCION ITERATIVA DE LA ECUACION DE FRECUENCIA

1. En el estudio de pequeiias vibraciones de sistemas mecénicos hay
que tratar con sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de segundo
orden con coeficientes constantes:

G tangptanrg+ ... +a,¢.=0,
ijz+an91+aa92+---+02n%=0, []-I
Gnt GG + Qn2qz + ... + Auagn =0,

que determinan la variacién con el tiempo de los n pardmetros inde-
pendientes ¢, ¢s, . . ., ¢» que definen la configuracién- del sistema. Las
constantes reales a;; satisfacen la condicién

Gy = Gy,

para todos los indices 1, j de manera que la matriz de las formas lineales
de los primeros miembros de [1] es simétrica. Para resolver las ecua-
ciones [1] se buscan soluciones de la forma

gr = Apsen (pt + a), 2]

que representan oscilaciones arménicas naturales con la misma frecuencia
p y fase a, pero de diferentes amplitudes correspondientes a diferentes
pardmetros. Sustituyendo la expresién [2] en las ecuaciones 1] v sim-
plificando el factor sen (pt + ) obtenemos las ecuaciones siguientes:

(en —p) A1+ a2 de + ... + a4, =0,
an Ay + (@ —pY A2+ ... + a3, 4, =0,

......................................

anlAl +an2A3 + + (ann_p2)An =0.

(31

Haciendo p? = A y considerando que no todas las amplitudes se
anulan, se concluye que el determinante del sistema [3] debe anularse.
Esto da la siguiente ecuacién en A en forma de determinante

an — A a2 e A1n
F()\)= asy Qg2 — A ... Qay, =0 [4]
An1 (1% R A
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cuyo grado es n. Esta ecuacién se lama ecuacién de frecuencia. La misma
ecuacién aparece en la teorfa de las perturbaciones seculares de las
6rbitas planetarias y por esta razén a menudo se la llama ecuacién
secular. Considerada independientemente de los problemas fisicos o as-
tronémicos, la misma ecuacién es conocida como la ecuacién caracterfs-
tica de la matriz.

an Qg ... Q1
A = an 0O ... Gy
Ay Qpg . Apn

Como se expresé anteriormente, se supondrid que esta matriz es
simétrica.

2. Dos conjuntos de amplitudes A;, Ay, ..., 4n y A/, A, ..., A
correspondientes a dos raices distintas A y A’ de la ecuacién de frecuencia
satisfacen la condicién de orfogonalidad

A1A1I + AsAz' + “ e + AnA,.’ = 0.

El origen de esta expresién se explica por el hecho de que dos vectores
A = (A, 4 ..., 4A,)
A = (A AY ..., A)),

se llaman ortogonales si su_producto escalar
AXA = A A + 4.4 + ...+ A4,

se anula. Para probar la afirmacién anterior considérense dos sistemas
de ecuaciones lineales

an Al +and: + ... +adp =2 A,

aZIAl +0¢2A2+...+(L;nA”=)\ A!; [5]

an Ay Fand + ...+ a A =2\ 4,
an Ay +andd + ... Fad,)) =N A4, 6]

.....................................

a,.‘Al’ -+ anzAzl + e+ (l,mAn, = An.

Las ecuaciones [5] multiplicadas respectivamente por Ay, 44/, ..., A4’

y sumadas dan por resultado

Yoo AV A =N (A + A4 + .+ 4.4,) (1]
(%) ’
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donde en el primer miembro la doble sumatoria se refiere a los indices
i,J que toman independientemente los valores 1,2, ...,n. Las ecua-
ciones [6] multiplicadas por A, 4j, ..., Ax ¥y sumadas dan, por otra
parte: .
z 6 A/ A; =N (A1AY + A2 A + ... + A AY). (8]
83
Pero como a; = a;; ambas sumas de los primeros miembros de [7]
y [8] son iguales y restando tenemos

(h—3) (A1 A + A2 Ay + ... + A A)) =

y asi
A AY + AsAY + ... FAMAS =

ya que &' #A.

La relacién de ortogonalidad puede usarse para demostrar, siguiendo &
Lagrange, que las rafces de la ecuacién de frecuencia son reales. Sup6n-
gase que hubiersa una raiz imaginaria A = a 4 05; B = 0; entonces
existiri una raiz imaginaria conjugada X’ = a —f¢ v seria X' > &

Las ecuaciones [5] se satisfacen para valores complejos A, Ay, ..., Aa
no todos nulos. Las ecnaclones [6] correspondxentes a la rafz conjugada
serd satisfecha por nimeros Al, Az, .. A. conjugados, respectivamente,
de A, Ay, ..., As y la relacién de ort.ogona.hdad da

ArAy + Ay As+ ...+ A A, =0
o bien
A2+ AP+ ... + |Ax|2=0

o cual requiere que
A1=A2=--- =A.=0,

contrario a la hip6tesis.

En las aplicaciones mecénicas, las raices A son no sélo reales, sino
positivas y distintas, exceptuando casos verdaderamente excepcionales
de aplicaciones de poco interés. La formacién de la ecuacién de fre-
cuencia segin el desarrollo del determinante [4], puede ser de ordem
elevado en algiin caso, lo que representa un trabajo tedioso. Cuando las
rafces A difieren considerablemente en magnitud los ingenieros prefieren
chlculos aproximados de las mismas por algin proceso de iteracién.
El propésito de este apéndice es explicar los lineamientos de este proceso.

3. La exposicién ganaré considerablemente en simplicidad y elegancia
haciendo uso del flgebra de las matrices. Coa este fin debemos agregar
algunas nociones que no se han dado en el texto del Capitulo IX, P4~
rrafos 12 al 15.
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Una matris A* obtenida de la matriz A cambiando filas y columnas
se llama transpuesta o conjugada de A. Una matriz simétrica es auto-
conjugads, de manera que

A* = A

y viceversa, cualquier matriz que satisfaga esta relacién es simétries.
Los determinantes de las matrices conjugadas son iguales. Por la regla
de multiplicacién de matrices se verifica la siguiente ecuacién:

(AB)* = B* A*

que puede interpretarse diciendo que la matriz conjugada del pro-
ducto es igual al producto de las conjugadas de los factores tomados en
orden inverso. Una matriz S se llama orfogonal si satisface la condicién
de la ecuaci6én

SS* =K [91

de donde se deduce, en primer lugar, por la regla de la multiplicacién
de determinantes, que:

(det S)? =
de manera que
detS = 1
y en segundo lugar, que
S = §1
¥y, por lo tanto, también
S*S=E. [10]

Si ¢ son elementos de una matriz ortogonal, surge de las ecusciones
9] ¥ [10] que ellas satisfacen las relaciones

ittt ... Feaxt=1
cach+caca+ ... + €ucin =0 para $j, [11}

‘<d

Clg"i"f:."‘f‘ e +C.,’=l
C1iCi; + €202+ ... + CaiCaj = 0 para ij. [12]
4. Sean A,, As, ..., A las amplitudes correspondientes a una rafz A

de la ecuacién de frecuencia. Al multiplicarlas por un factor conve-
niente puede suponerse que

Al + A2 + ... +A.’=1.
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Las amplitudes que satisfacen esta condicién serdn llamadas norma-
lizadas. Sean

x, &2y ..., Xy
Bry B2y ..., Bn
Y1, Vs, y ¥n

amplitudes normalizadas correspondientes, respectivamente, a las rafces
A, Az, ..., An de la ecuacién de frecuencia. Si suponemos, por simpli-
cidad, que estas rafces son simples, las amplitudes normalizadas corres-
pondientes a las mismas satisfarén la relacién de ortogonalidad, de
donde, en virtud de [11], se deduce que la matriz

es ortogonal. Las amplitudes correspondientes a la rafz A, satisfacen
las ecuaciones

eyt ana+ ... +apa, = My,
Gn oy + Gz oz + ... + Gaq @y = Ay 02,
a"1¢1+a,,2(lz+ +a,".<1,,= )xld,,,

que, introduciendo la matriz columna

4%
@@=
Gn
puede condensarse en una ecuacién matricial
A(@) =N (a).
De esta ecuacién surge que

A (a) = AA (o) =M A(a) = M (a)
A (x) = AA% () = M2 A (@) = AP (@)
y en general, que
Am(a) = M= (a).

Introduciendo en forma similar matrices columnas (B), ..., {v) co-
rrespondientes a las rafces A, ..., A, tenemos entonces n ecuaciones
matriciales

An(@) =2 (@) ;5 A™(B) =0 (@) ;... AR = ().
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Sea
C1
C2
Cn
una matriz columna y escribamos

AC = C, 3 AC, = C, 3 AC:=C;;...
¥, en general

Cm = ACma = A"C. [14]

Por otra parte, pueden determinarse constantes vyi, vs, ..., Ta tales
que
C=x(a) + 728 + ... +va(v),

de [14] y [13] surge entonces que
Ca=M"11(2) +1:"%(B) + ... +X=1a(v).

Si c1(™; ca(™; ... ; ¢,(™ son elementos de Co, la dltima ecuacién de-
muestra que

Ci“') =" ™ a; + Y2 Ao™ 61’ + ... + Ta )\n‘ Vi, [15]
vara ¢ = 1; 2; ... ; n. Né6tese que debido a la ortogonalidad de S
71=01a1+02a2+---+0n¢n- [16]

De [15] se sigue que
c™ M ya ™ Bk L vk

(™ Y1 M " + Te ™ Bu’ + . e + Tn )\-n Vi
o bien
)\2 m+1 . 1" m+41
ci (D vty b (7\1—) o d Ty ( M )

1 m "
ci(™ 1 &+ v2 Bs (%) F+ ... ravs (-:—")

1 1
Supébngase ahora que A, es la mayor de las rafces; entonces las razones

R
)\1)"‘7)\1!

serAn menores que 1 y sus potencias convergerin a cero cuando los

exponentes sumenten indefinidamente. Supuesto, por lo tanto, que

11 2 # 0, el limite de la razén
cl=Hh

ci( =)
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con m —> « serd A, y para m grande, la mayor de las rafces (corres-
pondiente a la méixima frecuencia) puede ser calculada aproximada-

mente de la ecuacién
cd=th
A=

(™

Gunde, en general, ¢ puede ser uno cualquiera de los ndmeros 1,2, .. ., n.
Consideraciones similares demuestran también que para m grande las
rasones

™ ’

& (=) ? .

serdn aproximadamente iguales a las razones de las amplitudes

- . %

P B |
O a)

El cdlculo de 6™, ™), .. _, c,™ puecde realizarse por un simple méto-
do recurrente, usando las férmulas
a®t) =g,6® + an 6™+ ...+ ann ™),
a®td = gna™ +an 6™+ ... + ar. ™,

Con respecto a los valores iniciales de ¢;, ¢, - . ., ¢x, pueden ser toma~
dos arbitrariamente, con Ia sola condicién de que

fnh=cut+eaat ... +cpap, 0.

Sic, o, - - -, ca 8¢ toman al azar, esta condicién se satisfard en general.
Para encontrar la rafz menor de la ecuacién de frecuencia, o sea la mi-
nima frecuencia, puede aplicarse el mismo método a la matriz reci-
proca A-'. Para demostrarlo, nétese que lIa ecuacién caracteristica de
A es

F(@) =det(A —AE) =0.

Ahora
A(A* —A1E) =—A1'(A—LE),
de donde, por la regla de multiplicacién de determinantes
det A .det (A 1—2A1E) = (—1)*x>det (4 — A E)
y de esto se sigue que las rafces de la ecuacién caracterfistica para la
matriz reciproca A-! son

AT AT AT,
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y la mayor de ellas es la reciproca de la menor raiz correspondiente
a A. Por lo tanto, Ia menor rafz puede calcularse por ei proceso anterior.
Una vex que la raiz mayor se ha calculado con suficiente aproximacién,
las otras raices pueden calcularse aproximadamente por el mismo mé-
todo, suplementado con ciertas consideraciones adicionales, pero que
nosotros no trataremos. El método explicado en este apéndice se basa
en la misma idea que el antiguo método propuesto por Daniel Bernoulli
para cualquier ecuacién algebraica y tiene los mismos defectos de con-
vergencia lenta cuando las rafces no son numéricamente muy distintas.
La lenta convergencia que a veces ocurre se compensa por el hecho
de que los errores accidentales de cémputo solamente retardan el pro-
ceso pero no influyen en el resultado final. La simplicidad de cdlculo
es otra ventaja especialmente apreciable cuando el trabajo se confia
a un grupo de calculistas. Probablemente éstas son las razones por las
cuales muchos ingenieros usan este método con preferencia a otros.

El defecto de una convergencia lenta puede remediarse, en cierta
manera, por el siguiente procedimiento que lleva a usar 2 n iteraciones
en lugar de m.

Refiriéndonos a la expresiéon

™ =M™+ 12 8id™+ ...+ ravida™
Yy 3 las relaciones de ortogonalidad [12], es fécil encontrar que
I‘- = cl(-) cl(-+l) + cz(-) Cg‘-+l) + e + c.(-) c.‘-+l)
A- = cl(-) cl(‘) + 02(.) cz(-) + . + c.(.) c.(-)
tendrin las expresiones sencillas siguientes
I‘- = Yl’ )“MI + 722 7\22-{-1 + - + .!.2 l.h{-l
A. - 71’11"' + .h! )\22- + . + 7.21.2.,

de donde el cociente
T'
A
serd aproximadamente igual a la mayor rafz 1,, y es fdcil ver que
LLIPTW
A

Ejemplo. Sea la matriz
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Comenzando con
c‘(o) == ] ; 62(0) =0 ; Ca(o) =0

calculamos rdpidamente por recurrencia

a = 14041 ; @) = — 17460 ; ) = 7753 ;
al = 45542 ; 0 =—56714 ; (W = 25213 ;
de donde
Ty = 1825158051
Aro = 562110290
y

T

10

= 3,246975,

mientras que la mayor rafz caracterfstica de la matriz A es

3, 2469795 ,

de manera que la aproximacién, aun después de un ndmero tan reducido de pasos, es
bastante satisfactoria.
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EL METODO DE GRAEFFE

1. Cuando es necesario calcular todas las rafces de una ecuacién,
incluyendo las imaginarias, el asi llamado método del cuadrado de las
raices o de Graeffe es preferible a los demés y es el vinico método préc-
tico para calcular las raices imaginarias. Las primeras ideas de este mé-
todo se encuentran en los escritos de Waring en el siglo XVIII. Més
tarde fué propuesto independientemente por Dandelin (1826) y Lobat-
chevsky (1834) un método para el cdlculo de las raices basado en la
misma idea, pero sélo Graeffe (1837) lo desarroll$ en todos sus detalles.

Sea
f(.’l?) =270'+'p1.'c+p2x2+ +pnxn=0’

la ecuacién propuesta, con raices ai, @, ..., an. La primera parte del
método de Graeffe es un algoritmo para la formacién de la ecuacién
con las rafces a2, «?, ..., a%. Como

f@ =pa@—) (@ —a) ... (—a),
(—D*f(—2) =pa(z + @) (z + ) ... (z + an)
y multiplicando estas ecuaciones miembro a miembro, tenemos
(=D f@f(—2) = pa? (2 —ad) (22 —@?) ... (2 — add),

de manera que, reemplazando x por \/:c , 1a ecuacién pedida, de rafces
a? 2% ..., a? puede escribirse asi:

F@) =fNz)f(—Vz) =0,

Ahora

FTWz) =pit+met+pat+...+\Vz+psz+pa+...),
FT(—=Vz)=po+mz+pia®+ ... — Ve + sz +psa?+ ...),
y luego

Fx) = (po+psx +pa2®+ ... —z(p1+ psz + pe2® + ...)%,
de donde es f4cil ver que el coeficiente de z* en F (z) serd:

(— 1) [p2—2piapin +2piepiys — ...1,
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continuindose los términos entre paréntesis mientras los subindices de
las letras p no sean negativos o mayores que n. Se obtiene una simpli-
ficacién cambiando x por — z en F (z), es decir, considerando la ecua-
eién cuyas rajces son: — %, — a2?; ...; — ax’. En este caso, tenemos la
siguiente regla uniforme: Escribiendo la ecuacién original en la forma

Gzr+ a2zt ... +a, =0,
el coeficiente de z*! en la ecuacién transformada, cuyas rafces son
—am?; —o?; ... ; — ayl, estd expresado por la suma

(Z,;2 — 2 Qi1 Qyiqy -+ 2 Q2 Qyp2 — ...

que se continia mientras los indices no se hacen negativos o mayores

que n.
Por una repeticién del mismo proceso, se obtienen ecuaciones trans-

formadas cuyas raices son

— ot ;——a{‘,’...;-—a,{‘;

—a® ; —awf . —ad;

_allo ’ _a216; ;__anls;
ete.

es decir, las opuestas de las raices ay, @z, ..., an, elevadas a exponentes
que son potencias de dos ripidamente crecientes. Luego de algunas de
estas operaciones los coeficientes de las ecuaciones transformadas se
hacen excesivamente grandes y es necesario reemplazarlos por valores
aproximados reteniendo un cierto nimero fijo de cifras significativas,
por ejemplo, cinco o seis. Reteniendo generalmente, por ejemplo, seis
cifras, se puede esperar obtener raices por el método de Graeffe tam-
bién con seis cifras significativas. Los cédlculos se realizan convenien~
temente con la ayuda de una méquina de calcular. Otra forma de evitar
¢l uso de nimeros muy grandes es recemplazar los coeficientes de la
ecuacién transformada por sus logaritmos (o mejor, por el logaritmo de
sus valores absolutos) agregando una letra n al final del logaritmo para
indicar un coeficiente negativo. Los coeficientes de las ccuaciones trans-
formadas scran todos positivos si la ccuacién propuesta tiene solamente
raices reales, de manera que los cocficientes negativos indican la pre-
sencia de rafces imaginarias, aun cuando la reciproca no es cierta nece-
sariamente. Cuando se usan los valores logaritmicos de los cocficientes,
es de mucha ayuda tener tablas de logaritmos de Gauss que permiten
tomar directamente de la tabla el logaritmo de la suma o diferencia
de dos nimeros cuyos logaritmos son dados. La excelente tabla de loga-
ritmos a seis decimales de Bremiker contiene también tablas de loga-
ritmos de Gauss.
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‘Ejemplo 1. Sea la ecuacién propuesta
#*+22—62—22+1=0.

Los coeficientes de lag primeras tres ecuaciones transformadas se han calculado exac-
tamente de acuerdo con lo anterior y se consignan en la siguiente tabla:

20 1 2 —6 —2 1
2t 1 16 46 16 1
22 1 164 1606 164 1
28 1 23684 | 2525446 | 23684 1

Los mimeros de la columna de la izquierda muestran los exponentes de las potencias
a las que han sido elevadas las rafces. Al pacar a las siguientes ecuaciones transformadas
retendremos solamente seis cifras significativas. Los resultados son los siguientes:

24 1 555881 X 10* 637676 X 107 555881 X 10? 1
28 1 308991 X 10'* | 406631 X 10° | 308991 X 103 1

Para la ecuacién transformada siguiente los coeficientes dentro de la aproximacién
supuesta serfan iguales a los cuadrados de los coeficientes precedentes: upa circunstancia
importante relacionada con el método de Graeffe que demuestra que no es necesario
continuar m4s el cdiculo. -

Ejemplo 2. Sea la ecuacién propuesta

'+ 822 —T72°—502—30 =0.
Los coeficientes de la primera ecuacién transformada, calculados directamente:
21, 1 78 789 2080 900

son reemplazados por sus logaritmos:

2t: 0 1,892095 2,897077 3,318063  2,954243

Los cdlculos siguientes, hechos con ayuda de las tablas logaritmicas de Bremiker, dan:

2? 0 3,653792 5,476891 6,463324 5,908486
23 0 7,294564 10,804246 12,900923 11,816972
2¢ 0 14,588985 21,573568 25,801272 23,633944
28 0 29,177970 43,145614 51,602544 47,267888

En el paso siguiente todos los logaritmos se duplicarfan asi que, con la aproximacién
deseada, no es necesario continuar més.

2. De manera de poder explicar cémo el proceso descripto en el Pirra-
fo 1 puede ser usado para el cdlculo de las rafces, comenzaremos con el
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caso m4s simple cuando las raices a, as, ..., an SOn todas reales y de

distinto valor absoluto. Llamando en general ¢ a | «; |, supéngase que
PL>p2> o > Pne

Ildmese Ay, A:, ..., An a los coeficientes de la ecuacién transfor-
mada correspondiente al grado m = 2* de las rafces. Entonces eviden=
temente es

A, A, As
= 3 .m . =Y gmam - % _ N ,m.m m .
—_— < f1 P17 P2 = & p17 P2 P
A, T A4, " A, ’
En estas sumas los términos g™, ¢1™ 2™, o1™ £2™ 3™, ... son los

términos dominantes y los otros términos scrdn incomparablemente
menores si m es un nimero suficientemente grande. Entonces, con

pequeios errores relativos e, &, e;, ... podemos escribir
A A
—=amr(lta) 5 S =amam (Lt w)
0 Ao
A
L= 1™ ee™ ps™ (1 4 e3); ...
A,
de donde, con pequefios errores
A, A;

m log ¢ log A m log ¢1 pz = log ; mlog o1 p2 0 log
= —— 3 1 2 = y — ———
1 A, A, 1 P2 P3 A

y con errores aiin mds pequefios (debido al divisor m grande):

log ¢ 1 logAl s log e p 1 logAz'
=— —_ 1 P2 = — 3
' m Ao m Ao
1 A
10g919293=——10g—3;... (1]
m 0

Pasando a la siguiente ecuacién transformada, cuyos coeficientes son
Ay, Ay, ... tenemos también

A A
Loom(l4e) 5 = (ae)™ (1 + &) ;
AOI “10,
A !
3, = (pre2pa)®™ (1 + &) ;...
Ao

o, con errores relativos pequefios:
AY (A A (Az T4y (Aa L
A (Ao T AY AO) TAd AO) T

que explica, en general, el fenémeno observado en los dos ejemplos
precedentes. Reciprocamente, cuando se satisfacen estas ecuaciones den-
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tro del grado de aproxiracién prescripto, puede suponerse sin temor a
error que por lo menos con la misma aproximacién se cumplirdn las
ecuaciones [1]. Habiéndose encontrado en [1] les logaritmos de los
médulos ¢y, e, p3, -.. estos médulos se determinan inmediatamente
por las tablas logaritmicas. Con respecto al signo de la rafz se podrd
encontrar sin dificultad si se conoce groseramente la ubicacién de las
rafces.

Ejemplo 1. Resolver la ecuacién
zt +‘2z3—6z2—2z+ 1=0,
vista en el Ejemplo 1, Pdrrafo 1. Los coeficientes de la quinta ecuacién transformada son
1 308991 X 102 406631 X 10?¢ 308991 X 10 1

y sus logaritmos

0 17,489945 25,609200 17,489945 0

de donde
32 log o1 = 17,489945 32 log p1 o2 = 25,609200

32 log p1 p2 p3 = 17,489945 32log prp2ps pe =0
¥, en consecuencia:
log o1 = 0,546561 ; log o2 = 0,253727 ; log o3 =-l,746273 ; log o4 =-l,453439
o1 = 3,520150 ; g2 = 1,793604 ; ¢z = 0,557536 ; ¢4 = 0,284079.

Con una nocién somera de la ubicacién de las rafces se encuentra que son

— 3,520150
+ 1,793604
—0,557536
+ 0,284079

Suma: — 2,000003
en lugar de — 2. Presentada la ecuaci6én en la forma

(z* +z— 1) =522,
es fdcilmente resoluble y sus rafces son:

Vo—1x£Y10—v20 = —V5—1xVi10+V20

2 2

o aproximadamente
— 38,5201470
+ 1,7036045
— 0,5575365
+ 0,2840790

Los valores anteriores son tan préximos a éstos como podia esperarse del uso de tablas
de logaritmos de seis decimales.
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Ejemplo 2. Resolver la ecuacién

*+883—T722—50z—30 =0,

ya vista en el Ejemplo 2, Parrafo 1. Los logaritmos de los coeficientes de la quinta ecua-

cién transformac on:

0 29,177970 43,145609 51,602544 47,267888

de donde
43,145609 51,602544
— 29,177970 — 43,145609
32 log o1 = 29,177970 ; 32 log p» = 13,967639 32log ps = 8,456935
47,267888

— 51,602544
32log pe = 5,665344
y, por lo tanto:
log o = 0,911812 ; ¢ = 8,16228
log p: = 0,436489 ; p: = 2,73204
log o3 = 0,264279 ; ¢; = 1,83772
log ps = 1,864542 ; ps = 0,73205

Sin mucho inconveniente se determina que las rafces son:

— 8,16228
+ 2,73205
— 1,83772
— 0,73205

— 8,00000

3. En general, agrupemos los médulos de las rafces g, ¢o, - .

grupos tales que

prep2 2...20
Pl 2 Pa+2 = ... = Py
Putl = Pus2 = Z Py

pero tal que
Pr > Pl 5 Pu P Purl 5 By > Pvt 5 ..
En las expresiones
A 4,

=T um@m” ... " ; — =D a™a™. .. ™ ;

Ao Ao

oy Pn en
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los términos @™ @™ ... ™ ;™ @&™ ... " ;H™a™ ... @™ ; ... son
dominantes y los otros términos incomparablemente menores para m
grande. Luego, con errores relativos arbitrarios y pequefios e, e, ¢,

j: = ((Zl X2 ... a;)"‘ (1 + 61)

4,

: %=(alaz...am(l+e§)

’
0

=(a1a2...a,)"'(1+ 53); .

0

o lo que es lo mismo

A A

2= (a0 (L + &) L= (1. .. )™ (L +a)s...
A Ao

de donde, nuevamente con pequefios errores

1 A
9192...91=—10g L

s ... = — 5
m 0 - ¢ m A,
1 A,
Putt .. py = —log ;o [2]
m

®
y estas relaciones se satisfardn dentro de la aproximacién preseripta

cuando las transformaciones se continden de manera que los logaritmos
de las razones

comiencen a duplicarse de una ecuacién transformada a la siguiente.
La sucesién de los coeficientes

Ag ; Ay ; Aa...
dividida en secciones
Ao, ..., As
A oo, A,
A, ... A,

cuyos extremos muestran una regularidad de comportamiento en que-
las razones

A A A
Ao A, T A4y

tienen tendencia a elevarse al cuadrado o sus logaritmos a duplicarse
cuando se pasa de una transformada a la siguiente, mientras que los
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términos intermedios no manifiestan tal comportamiento regular. En
la practica por lo tanto, es siempre fdcil encontrar mientras se ejecutan
las transformaciones, los valores de los indices A, i, v, ... De las ecua-
ciones [2] se pueden hallar valores aproximados de los productos de los
médulos oy, ..., ea; Pa+1 .- . 0u; - .. de cada grupo. Para ver cémo ayuda
ésto a encontrar aproximadameate el mdédulo de las rafces reales e
imaginarias, supéngase por ejemplo, que entre las rafces

o, g, &3, *4, X, @Ag
de una ecuacién de sexto grado, ordenadas en sentido decreciente de
sus médulos, a; es rafz real, a2 y a3 imaginarias conjugadas, a4 real y

as ¥ as imaginarias conjugadas de manera que tres de cllas no tengan el
mismo médulo. Entonces

0L > P2 = 03 > P4 >0 = Ps

y para m grande la sucesién de los coeficientes
Ag; Ay ;A As; As; As 5 A

se encontrard que se divide en secciones
Ay, Ay
A1, A, A;
A, A,
A, A5, As.

Suponiendo por simplicidad que Ao = 1, los coeficientes A;, A;, Ay,
As mostrarin un comportamiento regular como se dijo antes, pero A,
v As, en general, variardn errdticamente, cambiando de signo y mos-
trando la considerable influencia de los coeficientes vecinos A;, A
y A, As. Una vez que la particién se ha manifestado, los médulos de las
rafces reales 91, g« Se encuentran aproximadamente con
A, 1 -

; logpa=—1lo
0: g P4 m gAa,

log o1 = L log
m

y los cuadrados de los médulos de las raices imaginarias con

1 As 1 Ag
log g = — log — ; log g2 = — lo .
g e m gA1 g e m gA4

El procedimiento ilustrado en este ejemplo servird para encontrar
los médulos de las rafces reales e imaginarias excluyendo el caso de dos
0 més rafces de médulos iguales (0 muy préximos) que requiere la apli-
cacién de artificios especiales.
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4. Cuando los médulos de las raices se encuentran por aproximaciones,
los signos de las rafces reales son facilmente determinables y los argu-
mentos (6 componentes reales) de las rafces imaginarias pueden deter-
minarse de la siguiente manera: Supéngase primero que hay un par de
raices imaginarias a + b7 cuyo médulo es p. Si la suma de las raices
reales se indica con ¢, las componentes reales e imaginarias se deter-
minan de ’

a
2¢=— 2 —3 i b=+p—a

.y

Cuando hay dos rajces imaginarias @) + b1 7; @2 & bz de médulos
desiguales p;, p2, considérense las sumas de todas las raices y de sus re-
ciprocas; lamando ¢ y ¢’ la suma de las raices reales y la de sus recipro-
cas, tenemos dos ecuaciones

201-}-20,2:__?1__6 ; 2al+ 202 An_1

Qp p1?

922 an

que sirven para determinar a; y a: luego de lo cual se encuentran b,
Yy be de

b= Ve —aF 5 b= VeF —ar

En el caso en que hubiera tres 0 méas pares de raices imaginarias de
distinto médulo puede usarse el siguiente procedimiento general: Po-
demos suponer que el grado de la ecuacién propuesta f (z}) = 0 es par
e igusal a 2 v; pues en caso contrario puede reemplazarse por zf (z) = 0.
Sea p el médulo de alguna rafz imaginaria y ¢ su argumento. Sustitu-
yendo z = p (cos ¢ + 7 sen ¢) en

zvf(z) =0

e igualando a cero las partes reales e imaginarias, tenemos dos rela-
ciones de la forma

Cocosve +Crcos(v—1 ¢+ ... +C,yco8¢+C,=0,
Dosenve + Disen(v—1)¢ + ... +D,y8en ¢ =0,

donde los coeficientes son cantidades conocidas. Reemplazando en
general:

senk ¢
sen ¢

cosk¢ ;

por sus expresiones en la variable ¢ = cos ¢ encontramos que ¢ es la
lnica rafz comin a lag ecuaciones

F) =0;d() =0
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una de grado v y otra de grado v — 1. Esta raiz comidn puede encon-
trarse por el método usado al determinar el méximo comun divisor.
El cdlculo se realiza convenientemente si se dispone de méquina de
caleular.

Existe otro método para calcular las componentes reales de las raices
imaginarias. Témese un ndimero rcal & (que por razones précticas no
debe ser ni muy pequefio ni muy grande) y transférmese la ecuacién
propuesta mediante la sustitucién

y=x—k.
Haciendo
,avl'_‘Pv ; lav_k,'_‘rv ) a,=a,+byi
tenemos
a2 +b2=o2 : (a,—k)24b2=r2
de donde
2 2 2
g, = D t+ k-
2k

Los cuadrados de los médulos de la ecuacién en y se determinarin
por una nuevs aplicacién del método de Graeffe; sean éstos

28 ;..

Como los signos de las rajces reales a, se conocen, no hay dificultad
en encontrar los corrcspondicntes r,. Si la menor diferencia entre los
médulos de rafces imaginarias no conjugadas es menor en valor ab-
soluto que 2k es facil ver que con ¢, > p, tenemos tambiénr, > r, y
luego los valores r, para las raices imaginarias pueden encontrarse sin
ambigiiedad entre 72, s, 2, ... Pero los valores de k que satisfacen
la condicién anterior pueden ser tap pequefios como para causar una
considerable pérdida de aproximacién en la determinacién de ay. Con
un valor de k mayor, la identificacién de r, correspondiente a oy puede
lograrse mediante un proceso de tanteos fécilmente aplicable en la
prictica, que se basa en la desigualdad

!pv_rvl > Ikl
y la relacién
” 2__ 2
Z-——r’ k =gt +n

ym ] Pyz Qn

que se deduce de la expresién de la suma de las reciprocas de las rafces,
tomando en cuenta la expresién anterior de a,.
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5. Vale la pena ilustrar estas consideraciones generales por medio de
ejemplos numéricos.

Ejemplo 1. Resolver la ecuacién

4t —T723—22224+2x+1=0.

Los resultados del célculo, que el lector debe repetir, se dan en la siguiente tabla:
i

20 1 1 —7 —22 1 1
2t 1 15 . 95 500 45 1
2 1 35 —5885 241480 1025 1
23 1 12995 177317 X10* 583247 X 10% 567665 1
24 1 133407 X 10° —120145X10% [ 340177 X10% 205594 X 10® 1
25 1 202003 X 101 53584 X 10% 115720 X 10% 354654 X 1017 1
2¢ 1 406980 X 10%7 | —180391 X108 [ 133911 X108 123468 X 10 1
27 * * b v 152409 X 108% 1

El comportamiento irregular del tercer coeficiente indica la presencia de rafces ima-
ginarias. Luego de seis transformaciones la particién se torna manifiesta y los grupos
en que se separan los coeficientes son los siguientes:

1 406980 X 107
406980 X 1027 — 180391 X 10% 133911 X 10%
133911 X 10# 123468 X 1040
123468 X 1040 1

Esto indica la existencia de tres rafces reales y dos imaginarias. Recurriendo a los loga-
ritmos encontramos

log 406980 X 1027 = 32,609573 ,

log 123468 X 10 = 45,091554,

log 133911 X 10 = 86,126816,

de donde
64 log o1 =  32,609573,
64 log o = — 41,035262 ,

64log p2* =  53,517243,
64 log ps = — 45,091554 ,

log o1 = 0,509524 , log ps = 1,358824, log ps = 1,295444 ,
o = 3,23239, o+ = 0,228476 , es = 0,197445
que lleva a las siguientes raices reales:
+3,23239 ; + 0,22847 ; —0,19745.
El logaritmo del cuadrado de los médulos de las dos rafces imaginarias es
log ¢2* = 0,836207,
v asf, lamdndolo simplemente p?, tenemos
p? = 6,85815.
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Congiderando la suma de todas las rafces tenemos

3,26341 +2a =—1,
de donde
a = —2,131705,
y
b = 1,52117,

de marera que las rafces imaginarias son

—2,131705 & 1,52117¢.

Ejemplo 2. Resolver la ecuacién
b—at—222—22z—1=0

Los resultados del cdlculo se dan en la tabla:

20 1 —1 —2 —2 —1
2! 1 2 —3 0 0 1
2 1 10 9 4 0 1
23 1 82 1 36 —8 1
2¢ 1 6722 —5919 1476 —8 1
28 1 451971 X 10? 151912 X 10 209732 X 10 —2888 1
2¢ 1 204278 X 10'0 41187 X 10® 448658 X 107 414590 X 10 1
27 * * * 201291 X 100 * *

El comportamiento irregular de los nimeros de la tercera y quinta columnas indica
dos pares de rafces imaginarias. La particién es casi completa después de seis transfor-
maciones y la séptima es necesaria solamente para efectuar un pequefio ajuste en el ng-
mero de la cuarts columna. Tomando logaritmos y dividiendo el logaritmo del ntimero
de la cuarta columna por 2, tenemos las siguientes secciones de los coeficientes loga-
ritmicos:

0 15,310222
15,310222 . 12,651912
12,651912 . 0
de donde
64 log o1 = 15,310222 ; 64 log p? = 61,341690 — 64 ; 64 log p? = 51,348096 — 64,
log py = 0,239222,  log s = 1,958464 , log o = 1,802314 ,
o1 = 1,73469 ot = 0,908790 , o = 0,634329 .
La rafz real es
1,73469 ,

y los cuadrados de los médulos de las rafces imaginarias, que llamamos simplemente
Py ¢ son
p? = 0,908790 ; o'? = 0,§34329 .
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Considerando la suma de todas sus rafces v de sus reciprocas, tenemos dos ecuaciones

a + a = —086735
a a’ _
'9—2 + F = — 1,28824
.cuyas soluciones llevan a
e =—0,16616, a' = —0,70119,
y ademss,
b =10093871, b =037770,

de manera que las raices imaginarias son

—0,16616 =+ 0,93871¢,
—0,70119 =+ 0,37770+.

Ejemplo 3. Resolver la ecuacién
2 —28+ 22t —323 4222+ +1=0.

Luego de tres transformaciones los cdlculos se realizan logaritmicamente y los resul-
tados se consignan en la tabla:

20 1 —1 2 —3 2 1 1
2t 1 -3 2 —3 14 —3 1
22 1 5 14 —31 182 —19 1
28 1 —3 870 —4327 31974 —3 1
24 0 0,477121 n 2,939519 3,636187 » 4,504797 | 0,477121 n 0
PA 0 3,238297 n 5,900305 7,567165 n 9,009583 | 4,805766 n 0
PA 0 6,148167 11,704236 | 14,419561 n | 18,019162 | 9,310391 0
27 0 | 11,985109 23,409727 | 29,995115n [ 36,038324 * 0
28 * * 46,819467 * * * *

La particién queda casi completa luego de seis transformaciones y la séptima se re-
quiere solamente para hacer un pequefio ajuste en la tercera columna. Dividiendo el
Gltimo ndmero de esta columna por 2, tenemos las siguientes secciones depués de seis
transformaciones:

0 * 23,409733
23,409733 * 36,038324
36,038324 * 0

Esto indica la presencia de seis raices imaginarias. Los logaritmos de los cuadrados
de sus médulos son:

log o2 = 0,365777 ; log ¢ = 0,197321 ; log ps? = 1,436901 ,
! = 2,32154 e* = 1,57515, pst = 0,273464 .

Para determinar los argumentos escribimos la ecuacién propuesta en la forma

1 1 2
B+ ——224+—+22+4+——3=0,
z? z’ x
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¢ introducimos
z = o (cos ¢ + t8en ).

Igualando a cero las componentes reales e imaginarias tenemos

1 1 1
(pa+—-)cos3¢+(——9') 0082¢+2(p+-—)008¢—3 =0,
¢ e’ e

1 1 1
(93———3)sen3¢——(—’—+ pz)sen2 ¢+2(p——-—)sen¢ =0,
[3 e e

y reemplazando t = cos ¢

Lo SO
¢ e? P [

1 1 1 1
onedfe=g)esfregfens=3) =)o

¢ p? ? e

Sustituyendo aquf p = o1 ¥ reduciendo los coeficientes de la méxima potencia de ¢
a 1, tenemot

8 — 0,247490 t* — 0,464659 t — 0,072593 = 0
2 —0,422840 ¢t — 0,116748 = 0

y la rafz comin de estas ecuaciones, determinadas por el método del méximo comdn
divisor es:

t = cos ¢ = — 0,190386

a, = p1C08 ¢| = '—0,290083.

Similarmente, se encuentra para los otros dos pares de raices complejas

a; = 1,08018, a; = 0,290093.

Finalmente, las componentes imaginarias de estas rafces son

1,49579 ; 0,63903 ; 0,43510,

de manera que las seis rafces imaginarias pedidas son

—0,29008 + 1,49579 ¢
1,08018 + 0,63903 ¢
— 0,29009 + 0,43510¢
v su suma resulta ser 1,00002 en lugar de 1, lo que sugiere que solamente la dltima cifra
decimal puede adolecer de algén error.

Para verificar estos nimeros podemos usar el segundo método explicado en la pég. 362.
Con este fin tomamos k = 1 y transformamos la ecuacién

—z*+22—323+4+2224+2z+1 =0
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mediante la sustitucién y = x — 1; la ecuacién transformada en y serd
P55y + 129 + 165+ 10y* +5y +3 = 0.
Luego de cinco pasos los coeficientes de la ecuaci6n transformada se separan en las
siguientes secciones:
1 — 408929 X 10¢ 832061 X 10w
832061 X 101 — 178969 X 10'* 314087 X 102
314087 X 102 — 317600 X 10'¢ 185302 X 101

de donde se deduce que los cuwdraﬂoe de los mé6dulos de las raices imaginarias son:
3,90171 ; 1,85365 ; 0,414800.

Con la ayuda de la relacién

le_l ng_l 1‘32—1 -4
er’ o2t + ot

se encuentra facilmente que en correspondencia con
o =2,32154 ; 2 =1,57515 ; pi* = 0,273464,

debemos tomar
n? = 3,00171 ; r?=0,41480 ; r:? = 1,85365.

De donde

3,32154 — 3,90171

a = > = —0,200085
2,67516 — 0,41480

a; = = 1,080175,

2

1,27346 — 1,85365

a; = > = —0,290095,

es decir, pricticamente los mismos valores obtenidos por el otro método. Un célculo
mds preciso lleva a los siguientes valores de las rafces con siete decimales:
— 0,2900809 + 1,4957939 ¢
1,0801744 + 0,6390402 ¢
— 0,2900935 + 0,4350983 ¢

y
p1? = 2,3215463
p2? = 1,5751490
ps® = 0,2734647 .

En esta exposicién nos hemos limitado solamente 2 las caracterfsticas principales del
método de Graeffe, dejando de lado cuestiones como el cdlculo de raices con el mismo
o casi el mismo médulo, mejoramiento de los valores obtenidos, asi como de Ia investi-
gacién tebrica més profunda de todo el tema. Para ésto el lector puede consultar el exten-
so artfculo de A. Ostrowski: Recherches sur la méthode de Graeffe en Acta Mathemalica,
wvol. 72, 1940.



RESPUESTAS A EJERCICIOS

Capfitulo I
§6. 1. —3 —i. 2.3421. 3. 54
4. —1. 5. —1+41. 6. 1/2 —1/21.,
7.3/2—1/214. 8. 3/2—1/24. 9. —2.
10. — 1. 1. —1. 12. 3/8 + 3/81.
13.z2=1;y =2 14. 1. 15. x = £ 1.
§7. 1.1. 2. 1. 3. 5.
4. 1. 5. 224 1. 6. 222 —2z + 1.

7.22—x2*4+z—1 st z21; vy —23+x2—2+1 six<l1.

8 0 R 1+i 1
. U . = —_—,
vz T 42
1
10. (a) 0; 1;——2—-:i:i 2 ; (B 0; =15 x4
§8. 2. 1. 3. (@) 1; ) < 1.
§9. 2. 15 para z = 2,
1+ 1. V3 B+
$10. 1 2T 2.:&:(——+1\/ ) 32 Y
V2 2 2 2
4. £ (1 —24). 5.+ (6—7T1). 6. £ (W2 +iV3)-
—14iv3 3 N7
. ). g —— Y7, 9. — & .
7. + (x +19) 5 2 1 2
10. 1 414 1 + 24, 1, —1 414 8/2+44. 12, +£1; +14.
1414 1—1 )
13. & +_ ;. 14. £ (1 +19); = (1 —2).
Ve V2
5—i 1 +54 1 3
5. o, L 100 16.1;—‘—:§:1’\/ :
V2 V2 2 2
3+ 1, .43 1
17.-—1’;—:*:\/——2. 18, £1; ——Ft——0v . 44
2 2 2 2
34+ 3—1
19.:1:1';:!:\/2 ;d:\(—2 I.

368




20.

22,
§12. 1.
2.

3.

§13. 1.

- B R ]

10.

11.

12.

§ 14. 1.

— 3
. 6 (co83/2x + isen3/2 x). 4.2 (cos T' +isenT).

RESPUESTAS A EJERCICIOS

—1+5 1+V3 +(—1+v3)i
VT 2T
@x22+z+1; ®) 22 +1=0.
(@) —60°% (b + 60° (o) + 120°
(@) —90°%; (b) + 90° (o) + 45°
+ 30°. 4. —80°.
4(cosx +isenx). 2. coe%-{-isen%.

3=

. ¢o8 300° + ¢ sen 300°. 6. cos 120° - 4 sen 120°.
. 2 (cos 330° + 7 sen 330°).

. 242 (cos 255° + i sen 255°).

.7 =5; ¢ = 261°52 12",

r= V 5; ¢ = 153°26’6".

- - < <
2 08 co8 + 1 1 x .
[ 8sen 8 @

2cm¢_a(cwazs+isen#) si cosm;‘5 >0 y

—2emazﬁ[cm(1+G:B)+isen(-x+a B)}sicosa-a
n n nx
2" (cos +zsen—) 2. 82 (cos— —_ senF>

( e—¢)"[ n(®+¢) | n(e+¢)]
4. 2" [ sen cos — 1 s8en .
2 2 2
2"+2cosn3—x o —200s T D®
6. (a)—3-—— ;o () 3

—1
9% — 2otV

)]

3

. () cos3 ¢ = 4 cos® ¢ —3cos ¢; sen3 ¢ = 3sen ¢ — 4 sen® ¢;

(b) cos5 @ = 16 cos® ¢ — 20 cos® ¢ + 5 cos ¢;
senb ¢ = 16sen® ¢ — 20 8en® d + 5sen .
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4
(c) cos4 ¢ = 8cos* p —8cos?p + 1; -S%:!-s—% = 4 sen ¢ — 8sen? .

10. (a) 168en® ¢ = 10sen ¢ —5s8en3 ¢ + sen 5 ¢.
(b) 8sen* ¢ =3 —4cos2 ¢ + cos4 ¢.
$15. 1.z =2 [cos (67°30' + 90°k) + isen (67°30' +90°k)]; k = 0; 1; 2; 3.
2.z =2 [cos (11° 15 + 90° k) + isen (11° 15" + 90°K)}; k = 0; 1; 2; 3.
3
3.2 = —+2 [sen (120°k) +4cos (120°K)}; k = 0; = 1.

[]
V2 [cos (120° k — 15°) + isen (120°k — 15°)]; k = 0; = 1.

5. z = cos (30° + 90° k) + 7sen (30° - 90° k); k = 0; 1; 2; 3.

»
8
I

b
8
I

cos (40° 4 120° k) -+ isen (40° + 120°k); k = 0; 1; 2.
3
7. z =\ 2 [cos (30° + 60° k) + i sen (30° + 60°K)]; k = 0; 1; 2; 3; 4; 5.
4
8. z = \2 [cos (60° k —2°30") + isen (60°k —2°30)]); k = 0; 1; 2; 3; 4; 5.
V6 +vV2 _Ve—vz
4 ’ 4
ve+v2z  ye—vz\
2 +1¢ p ;

k==x1; £5;, £7; £ 1L

9. cos8 15° = sen 15°

§ 16. 1. (co815° +-isen 15k =

Capitulo II

$2. l.zt4+2842 422+ 1. 2. 227 ~328—92° —2* + 52— 32—z + 1.

3. 28 —26 2% + 21 z* + 20 22 4- 4.

4. 328 —227— 1928 + 1125 —T72¢ —323+822—2z + 1.
$3. 12432241 2.2t —z 4 1.

3. z8 — 2 —2, cociente; 8z + 1, resto.

¢t —"+ b —z 2~z 4+ 1 5.722+T7zx.
$5. 1g=222—10224+272z—59; r = 119.

2.9=—z*+4z*+ 82 +24; r = T2.

3. g=6x*—28z 1+ 1,64; r = 4,968.

4. ¢ =52+ 6,5z + 11,25; r = 32,75.

§. g =1/32% 4+ 1/92> —11/27 z + 22/81; r = 37/81.

6. g =5z*—5z—2*+az*—zxz+1;r=0.

7.q=1+4+224322+ ... +(n—1Daz"% r =0

8. 2,359375. 9. 1,7318.



§ 6.

$ 7.

§ 8.

§ 1.

§ 3.

°

. Rafees: 3/2; —3; 1 +V2; 1—\2. 7.

.z 4+ (:c+
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5@ —1D+10@E@—1)2+10(@—12+5@— 1+ (z—1)%
25—+ +9E@+1)+4G@+ 1) =5+ 1)+ G+ D
. — 3817 + 927 (z + 2) — 1120 (z + 2)* + 720 (z + 2)* — 260 (z + 2)* +

+ 50 (z + 2)* — 4 {z + 2)s.

. 3(z—0,3)* 49,6 (z—0,3)® + 8,02 (z — 0,3)* + 2,544 (x —0,3) — 0,7237.
. 5; 15; 24; 12;— 24. 2. —13; ; —18; 78; — 240; 240.
. —67; 81; —62; 24. . 4. 247/192; —1; 31/12; —86; &,

.z + 1 2. (z+ 1) 3.222—2z+41.

.22 41, 5. 2?—z—1.

Capftulo III

L22—322+ 22 =0. 2. 22—32*+42—2 =0.
. —2224+322—22+4+2 =

1 5x4/5 +a'—4
Rafces: —; ——1/—_— 5. Rafces: ¢ + 1; i———a——-—a-.
2 10 2
r—z
6

220 —522—2224 15z

. — . 9. Rafces: —1; 2; 1 +21.

10

. Ratces:i;\/?; —\/?; 144
. —1/108 (z2 — 1) (x — 2)2 (= + 3)%. 2. —1/108 2 (z — 1) (x + 1)3.

-(3—1)(x+%+i£)( +L_,\/3)

2

L@+ D@1 @A) ().

V3 1 V3

. Factores: z +1; 2 — 1; x+ *xt—jr——Ft—.

2 2 2

. Factores: (xi 1‘/*;) ( i‘T‘?_)

e [

(4 L2) (o VO NEEAT) (VT
)

(ac+i +£‘/—?)(z+i—i‘/—?-)(x— L +i‘/§)(z——;-—.'1/2§).

2 2 2 2
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4.

10.

11.

12.
13.

15.

20.
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(z+ V3 —

2

Ocho factores:

z+\l61—\/2 " VE:Vz;

e ]

2

4

e VE=VT | VET
4

L VO VT VO VT,, VBT, NET
4 4 4 4

2 (x+m—\/__8-) (x—m (x+m) (z—v3_—7§_).

(z—1) (z + 1)z + 2).

1
7z(z+1)(z+?+i

V3

2

1+ zi)™+ (1 —a)=

2

(1 + m) m+1 + (1 —_ zi)"'“

10.

1; %; 4;

—i; —1; —-2—+i

2

(@2 H224+2) (@ —22 + 2).
@tz V3+ D @ —z V3 +1).
=D+ 4+ D EE—2 4 1)

L@+ D) @ +zV3+1) @ —zV3 + 1)
.(z’-{-ﬂaﬁz-i-l) (ﬁ.{-%x-}-l),

. Rafces: —1; —1; 2 +31; 2—31.

. Rafces; 1; 2; t; 1; —1t; —1.

1

14. 2(z—1)* (z + 1) (= + 1/2).

)2( +1 . ; :
z+——1———])-
2 2
z? 22
1—— 1—
bt x i 3=
& 4m € 4m
z*
l_
to? 2m—1)x
4m
2 2
1——° 1— i
te? x tg? 3x
& 4m+2 4m + 2

=1 14646 1— 41—

V3

2

’

a

2
Lot 2m—1)x
4m+2

2. (294 z4+1)(z2—z +1).

1

2

N

bl
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ll.Raices:—2;3;\/2+i;\/2—i;—-\/?+i;——\l2—i.
1+:135 l:!:'VSl
12. Rafces: ——2;-—13— . 14. Rafces: & ﬁ; —;——
1xiy8 —1xiyi5
15. Rafces: it\/ ; t .
3 4
—1xi\7
1. —1; _21—‘/— 2. —3; 3; 1/2. 3. —3; —2; 1/3.
4, 2; —1/2; —1. 5. 9; 4; —6. 6. 2, —4; —1T.
1443
7. 2/3; 4/3; 2. 8. 2/3; 2; 6. 9. 2;—2—-\/—;k=2.
10. —23/3; 2/3; 9; k = — 613/9. 11. ¢ = rp
1xV5 1+i7
12. 4 p* + 27 ¢% = 0. 14. v ; V7
2 2
15. 1; 1/2; =45, 16. 3; 2; 1 % 3.
— 1xi43 1i\7
17.—11\/2;——‘/_—. 18.—3;—3;—’\/—-
2 2
19. 1/3; 2/3; —1 1. 20. —2; —1/2; 1; 5/2.
21. 1/2; 1; 2; 4; k = 35. 22, (a) 4; (b) 2.
23. (a) 7; 39; (b) 1; 5.
l.X1=$"“3;X2=x—2. 2.X1=Z+3;Xz=z—3.
3. X1 =z2+3; Xo=2—2. 4. X1 =2+43; Xo=z—4.
2 1
5. X1 =z2——; X2 =z + e 6. X, =4224+4z243;X2=2z—1.
5y Vs
7.X1=(Z—2)(2+4);Xz=£—1.
8. X1 =22—2z+4+3; Xg =2—2.
9. X1 =22+22—3; Xo=2z—3. 10.X;, =222+ 1; X, =2—3.
ll.X1=1;Xz=x+l;X;=x—l.

13.
14.
15.
16.
17.

.X1=$’—5z+6;Xz=l; X3=x+l.

Xy=z—2;Xo=z+1; Xs=x—1.
Xi=1; Xo=2—2; Xa=z+2.
Xi=1,X.=32—2; X, =z + 4.

Xi=1; Xo=2t41; X =z—1.
Xi=2—2; Xo=2*4+3z2+2; Xs=2—1.
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§ 2.

§3.

§ 4.

5.

§ 3.

§ 5.

10.
14.

6.

11.
14

21.

TEORIA DE ECUACIONES

—2; 7

. —2; 4.

—2; 7.
—1: 3.
5.
2.

. 2; 5; —5.
. —4; 4.
. —3; 2; 4.

1 (doble); — 2 (doble).

2/3.

. —3; 1/2; 3/5.

—2/3; 2.
1; 1/2; —2/3.

Capitulo IV
2. —2; 8. 3.
5. —2; 2. 6.
8. —3; 3. 9,
2. 3. 3
2. 6. 3
5. —3; 2. 6.
8. —2;3;5 9
2. —5. 3.
5. No tiene raices racio- 6.
nales.
8. —2; 1; 1/2 (doble). 9.

11.

2/3; —38/2.

(a) 2; 3; — 1 (triple). (b) 1/3; ¢ y — 1 (dobles).

NT+AT.
AT — VT

Capftulo V

3 _ 3__
2. V2 +24/4.

B ;/5+\/§ _1/5—\/53‘
4 4 )
3 3

. —24+vV4+16.

3 3
5+ 20—\ 50.
0,5960716.

4,847322 cm.

— 0,53209.
0,65270.
2,87939.

9. —2.

12. —1/2 +2\3/7—\3/T.
15. —4,3553013.
22. 7,910170 cm.
2. — 2,53200.
0,87939.
—1,34730.

12,

No tiene raices racio-
nales.

2.
—2; 1/2.

3 __ 3__
3. 49 —1/3.
3 3_
5. 1/2V4—+2.

3_ 3_
2 +v32 —+/2

3
10. —5
13. — 1,769292.
16. 0,0960717.
23. 1,2256 cm.
3. 1,24698.
— 1,80194.
— 0,44504.
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4. —2,60168. 5. —3, 6. —2,65109.
2,26181. — 2,61803. 0,27389.
0,33988. — 0,38197. 1,37720.

7. — 3,33006. 8. — 3,86080.

— 0,79836. — 2,25411.
1,12842, 0,11491.

9. La distancia del plano a la base es 0,34730 del radio.

10. Las distancias de los planos a la base son 0,22607 y 0,48170 del radio, res-
pectivamente.

11. 6,5270 cm.
12, 2,87939; — 1,87939; 1,53209; — 0,53209; 0,65270; 0,34730.
13. 1,61803; — 0,61803; 1,19718; — 0,19718; 0,5 4 1,90965 4.

$6. 1.—1;3 —1x=v2. 2.—2;1;1—*—5\/—?. 3.—13:\/?;#—-

. 1+V5 —1+iV3
=

4. —3; —1; —1/2; 2. 5. —1xV2;1 =i 5

7.2, —3;, —1 %1 8. 1; —3;

’

—3xV17 | —12iV3 1+iV7
9.

2 2
1+i415  —1x4i7 1 —14i47
10. ; ) M. ——;1; —— ¥~
2 2 2 2
— 1xiV15
12 —1 12 —;\/—.—
2x 1+v5 V30—6y5 4 1—45 V304645
l4.2008—t= +‘I +V 5;2co 2T V + i B ’
15 4 4 4 4
8 1+V5 +V30—6Vs 16x 1—\5 +V30+6y5
2cos—“-= + V5;2cos——x= ‘l V + 5-
15 4 4 15 4 4
—3+4+ s 5—1 —3—v5 B+1
15.—1;—;:&;'4/\/5 ; v ¢1/ v5+1
2 2 2 2
Capitulo VI

§$5 5. (—4; —3).
6. (3; 6); (6;8); (8;10); (— =;3)siA>—1;(10; + =) sira < —1
7. (— «; —1/2); (—1/2;1/3); (2/3;3/2); (3/2; + =).
10. (—3; —2); (—2;—1); (—1;0); (0; + =).
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$7.

§ 10,

§ 11,

TEORI4A DE ECUACIONES

1. (—2;—1); (—1;1). 2. (—2;—1); (—1;0); una rafz doble.
3. (—2;—1); (1;2). 4. (—1;0); (4;5).

5. (—1;0). 6. (0; 1).

7. (0;1); (1;2). 8. (—4;—3); (0;1); (2;3).

9. (0;1); (5;6). 10. (0;1); (1;2). 11. A = 108. 12. A =z 27.

1. Upa rafz positiva, una negativa y cuatro imaginarias.

2. Una rafz positiva, una negativa y dos imaginarias.

3. Una rafz positiva y cuatro imaginarias.

4. Una rafz positiva y cuatro imaginarias.

5. Todas las rafces imaginarias. 6. Uns rafz positiva y cuatro imaginarias.

7. Todas las rafces imaginarias. 8. Una rafz positiva, las dem4s imaginarias.

1. Una rafz en (0;1); una rafz en (4;5).

2. Una rafz en (0; 1); una rafz en (1;2). 3. Ninguna rafz en (4; 5).
4. Ninguna rafz en (1;2); pinguna rafz en (2;3).

5. Una rafz en (—3; — 1); una rafz en (0;1).

6. Una rafz en (0;1); dos rafces en (— 1;0).

$ 12. Raices en los intervalos:

1. (0;1). 2. (—1;0). 3. (—10); 4;42); 41/ 5).

4. (—18; —17); (16/5;29/9); (29/9; 13/4).

5. (0;1); (3;4); dos imaginarias.

6. (0;1); (2;3); dos imaginarias. 7. Cuatro imaginarias.

8. (—7; —6); — 1; dos imaginarias.

"9, (—5;—4); (—2; —1); (—1;0); (0; 1).

10. (—7; —6); (—3; —2); (—1;0); (0; 1).

11. (— 1; 0); cuatro imaginarias. 12. (1; 2); cuatro imaginarias.
13. (—3; — 2); cuatro imaginarias.

14. (—2; —1); (0; 1); (2; 3); dos imaginarias.

15. (—3; —2); (1; 2); cuatro imaginarias.

16. (—2; —1); (1; 2); cuatro imaginarias.

17. Seis imaginarias. 18. Seis imaginarias.

19. (— 1;0); (0; 1); (1;2); cuatro imaginarias.

20. (— 1;0); (0;1/2); (1/2; 1); cuatro imaginarias.



§ 4.

21,
22.

1.

10.

11.

12,

13.

14.

15.

RESPUESTAS A EJERCICIO)M 3m
(—1;0); (0;1); seis imaginarias.
(1; 2); (2; 3); seis imaginarias.
Capitulo VII

V=e3—3z+1; Vi=a?~—1; Vo=22—1; Vi=+1; (—2;—1);
©; 1); (1:2).

V=2t +622+102—1; Vi=822+12z2z+10; V., = 4z 4 23;

Vi =——1; (0; 1).

V=g —4z+2, Vi=322—4; Vo=42—3; Vs = +1; (—3; —2);

0; 1); (1;2).

LV =g3—6a2+82x+40; Vi=3x2—122+8; Vo=2z—17; V3 = —1;

(—2;—1.

TV =pt+t—2c—1; V1 =32+22—2; Va=22+4+1; Vs =1;

(—2; —1); (—1;0); (1;2).

V=424 +4+20; Vi=322—8z—4; Vo =14z —141;

Vi=+1; (—3; —2); (2;3); (3;4).

LV =62t—2428 44222 —322+11; Vi =62*—182>+ 215 —8§;

Ve, = —a* 4 z — 1. Todas las raices imaginarias.

.V =162t—3822%+ 8822 —82+17; Vi =82 —1222+ 222z —1;

Vs = — 2 z* —z — 1. Todas las rafces imaginarias.

LV =2t—422+1022—8z2+3; Vi=23—382*+52—2

V. = — 22 4+ 2 — 1. Todas las rafces imaginarias.
Vezgt—42341222—122+5; Vi=2*—32*+6x—3;

Vs = —3 22 4+ 8z — 2. Todas las rafces imaginarias.
V=xt—4s?t+a24+62+2; Vi=22—62+2z+3;
Vo=522—102z—7; Vs=2—1; Vi = +1; (—1; —1/2); (—1/2; 0);
(2; 5/2); (5/2;3).

Vemt—drt+a—1; Vi=228—622+2z Va=b22—z+2;
(—1;0); (33 4). |
Vegttat+e—1; Vi=4234+3822+1; Vo =32>—122+17;
(—2;—1); O; 1.

Vertt+222—42+10; Vi=23+2—1; Vo=—224+32—10.
Todas las rafces imaginarias.

Ve=zs—bat+102—522+1; Vi=at—423+62>—20z;
Ve=—32"+2z2—1; (—1;0).
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§ 2.

33

16.

17.

18.

19.

20.

22.

23.

24.

25,

26.

TEORIA DE ECUACIONES

V=x84+52—2022—1024+2; Vi=2z'4+42—8z—2;
Vi=224322— 1, Vi =3224+72+1, V=172 +11; Vy = 4+ 1;
(—4;—3); (—3;—2); (—1;0); (0;1); (1;2).
V=2t—22+23—82+6; Vi =5z—82*++32>—8;
Va=323—322+80z—67; Vi=1622—23z+9; (—2; —1); (0;1);
(2; 3).
V=2zt—628+15624—202+3022—24 2 + 14;
Vi=2xt—52+102*— 10224+ 10z —4; Vo, = —z* 4+ 2 —1.
Todas las rafces imaginarias.
V=xt—6z+162—24 22 +2222— 122 + 4;
Vi=3x2—15z* + 322 —362* 4+ 222 —6;
Vo= —2¢+ 42— 822+ 8z — 6. Todas las rafces imaginarias.
V=5z20—30z5+4+752—902*+6022— 182 —2;
Vi=52—252+50z—452" + 20z — 3;
Vi=—23+2—z+1=—(—1 @24+ 1); (—1;0) y rafz 1.
V=1—38224+2V,=—2+4+z;, Vo=+1, para z > 0.
V=1—3z2+2V,=2—z para z <0.
V=—1+22—423+24 Vi=1—62+22% V, =190 —672;
Vs = +1, para z > 0.
V=1422—423+24 Vi=—1+6x—222 para z <0.
V=—I1+422422+2 Vi=1+32*+ 42 para z > 0.
=—14+2423+25 Vi=1+4+3z+42% Vo= —3—22+ 32
Vi=—4—32z; V¢=—1, para z < 0.

V=—-14282+24+25V=6+42z+52z, paraz>0y z <0.
434 27¢* <0 27. pP—q*> 0.

Capitulo VIII

1. 1,912, 2. 2,6207. 3. 1,573. 4. 2,1147.

5. 2,611, 6. 4,264. 7. —1,663. 8. 1,532; 0,347.
9. 1,493; 0,250 10. z = 1,345; y = —0,809; z = — 1,711; y = — 1,926.
1M.z=1,y=2;z=—1771; y = 1,365.

12, 14,7. 13. 47,46. 14. 122.9.

15. 123,4. 16. 43,98 cm. 17. 21,47 cm.
18. 73,4 cm. 19. (a) 179 cm; (b) 21,5 cm. 20. 1,347 veces el radio,

1.
5.

1,442249. 2. 1,357208. 3.1,324717. 4. —0,644513.
—0,37213778. 6. 1,164247. 7. 3,4147412.



8.
11.
14.
16.
18.

§4. 1

§6. 1.

§7. 3.

§8. 1.

§1. 1.
3.
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Capitulo IX

z = 55/4; y = —55/4.

. Error absoluto < 8 X 1078; =z = 1,35689195.

1,7693. 4. 3,3876. 5. 3,1038.
. 4,2644, 8. 0,16744. 9. 0,33765.
0,9216. 12, 0,099115.  13. 1,49336.
. 4,33106. 16.  0,055567.  17. 0,052167.
0,56714. 20. —0,86287.  21. 3,50728.
. 0,51097. 24, 0,73908.  25. 0,32470.
. 0,86033.
1,53209 2. 1,i6425.
0,34730. —1,77287.
—1,87939. —3,39138.
0,25099. 5. 0,309906.
1,49336.
1,338483. 8.  0,73908.
217°12' 0,5 11. 108°36' 14",
. 1,265 del radio. 14. 0,804744.

879

10. 0,250992.
13. 2,31725562.

17. — 1,734691.

3. 0,009477370187 4.
6. 58,86620452 .

1,36523001. 9. —3,04891734.
1,688697. 12. 1,90786326.
—1,117535. 15. 0,295865; 1,449080.
0,568396; 2,378596.
0,228467; 3,232396; — 0,197445.
7,062569 4. 2. 2,57455046 4.
. 57,29577957. . 5.1,47817455 +-.
. 0,17728226 . 8. 0,64359442 +.
Error negativo y en valor absoluto <3 X 107%; z = 1,5320888 .

. Error negativo y en valor absoluto < 1079; z = —0,372137785.

. Error negativo y en valor absoluto < 1,2 X 10%; z = 1,49335 9197 +-.

. Error negativo y en valor absoluto < 107¢; z = 1,907853262 +.

. Error negativo y en valor absoluto < 3,6 X 107%; z = 1,734691345692 +-.

6. 4,3311.
10. 0,20097.
14. 4,06443.
18. 0,35173.
22. 0,92042.
26. 4,49341.

3. 1,69202.
1,35690.
— 3,04892.

6.  2,300881.

9.  4,55553.
12, 149° 16/ 27".

2. z = 52/47; y = T1/471.

z=—38/8; y=—1 4. x =5,y =—8.
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S5.z2= 1/a; y =0. 6. z = (a6 4+ b)? y = (a —b).
7.2 =5; y =—35. 8.2=1;y=1/2.
1. (@) 3; (b) 5; (¢) 5; () 6. 2. (a) y (&) homogéneos.
4. No existe tal polinomio.
15. (@) —3; () —18. 12. (a) — 187; (b) 470.
1. (a) 19; (b) 16; (c) 13. 2. (a) par; (b) par; (c) impar.
1. 0. 2. 0. 3. 0. 4. 0. 5. 0. 6. 0.
1. 2. 2. 1. 3. 1. 4. —15.
5. 0. 6. 160. 7. 18. 8. —35.
9. —15. 10. 0. 1. 2(a+bd+c)@—b)(d—o).
12. — 2 abe. 13. 4 abe. 14. —2 (a® 4 b).
15. (¢ —a) (¢ —b) (b —a).
16. (a —b)(a—c)(8—d) (b —c) (b—d)(d—¢).
17. (c—a) (c—b) (b—a) (a + b + o).
18, {¢ ~—a) (¢ —b) (b —a) (ab + ac + be).
19. (¢ —a) (¢ — ) (b — a) (ab + ac + be).
20. (c —a) (c —b) (b —a) (6? + b? + c* + ab + ac + be).
21. (@a—b)(@—c) (b —c) (@ +Dd+0)(a®+ b* + o).
22. 2(c—a) (c—b) (b—0a) z—2) z —y) (y —2).

23.
28,
26.

28.

29,

31.

33.
34.

4(@a+c)(a+Db)®4c). 24. 2abc(a 4 b + c).

a(b—a)(c—>b){d—c).
e+d+c+d@+c—b—d@+bdb—c—d)(@a+d—b—c¢).

. (2 —a) (x —ar) (z —ag) (z —ad).
(1 —1) (2 —1) (21 —1) (s —1).
bed. 30.abcd(1+%+%+%+%).
(x+n—1)(z— 1)L 32. ¢ (z) —=z ¢ (2);

é(x) =(a—2z) (e2—2) ... (a, — 1)

e—a)c—bb—a)d—a)(d—bdd~c)a+b+c+d).

(c~a)(c—b)(b—a)(d—a)(d—Db)(d—0o) [a* + b +c* + d*+ab+ac +
+ ad + be + bd + cd].
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Capitulo X
§1. 1l.z=1;y=0;z=1. 2.z2=a—1;y=1;z=0.
d.z=mt=1,y=2z=—1.
4.z = —1/5; y =2/b; z = —24/5; t = — 3/5.

S, z2=—2;y=—1;2=1;t =2,

6. z.-a+d,'zz= ‘.:—d;zx" b——c;z‘=a—b-
2 2 2

7.2 =23 =3/5; m=x4=—2/5. 8. =T, Ta=123 = 24 = —1.

9.y =D =Ty =2 =25 = 1. 10. z; =y == —1; 2 =2; 2, = 0.
$34. 1l.o=2 2. p=2. 3. ¢ =3. 4. o = 2.

5. fa=3fi—2f2 6. fs = —fH—fu

7. fi=—3h+2f; o = — S 8. fi=—2fi+f; fo=—3/2/i + 12
4 5. 1. Incompatible. 2.z2=—32—4;y=22+3.

Joz=1;z=—1;t=—y.

4. z2=—3/2+3z+¢ y=1—22

5.2=24¢ty=—2t z=1. 6. Incompatible.

Capitulo XI

3 1. 1. Z22*z2 + 2 Z 71 22 Zae 2. Zz*z2 + 6 Z 71 T2 X3

3. Zxlx— 63 2y 22 70 4. 23 2z + 22 2 22 20

5. Zx¢—2X 22 + 3222

6. T2tz —2T 2 2223 + 22022 — 6 T 2Tt 2 — 2 T 2 Tt

7.2z + 6 Z 212223 20 8. Zx’zl 2t + T 2P 22 23 24

9.3222—22X 2, 2.

10. 3zt —4Zzlze+ 222222 + 4322222 — 24 Z 21 22 25 2.
$2 1.8 =23;8=0;8==6; 5 =—3; 8 =18;8 = —15; 8 = 57.

2. 80 =23; 8 =3, 3. =5;8 =12; 8, = 29.

3. 30 = 4; 81'=0; 8 = 0; 83 = 12; 84 = 4.

4. 3.2 =13; 83 = —19. 5.38_,=0; 83=—2; 83=3; s4=2.
6. 8 =0; 8. = —1; 8 =3/2. 7.223—5z—4=0.
8. 1224 —42—3 =0. 9.2 —18z2* 481z —81 =0.

10. 2 — 28—tz —1=0. 11. 22—322+6x 4+ 6 = 0.
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12, 52 +422—8 =0, 14. (a) 1,6170 (1,618034).

(b) 6,372281318 (6,372281323).
15. 0,3247181 (0,3247179). 17. »—3y—1=0.
19. » —18y*+8ly—81 =0. 20, y3?—42y* 4+ 441y —49 = 0.

21. (a) 1; (b) 1/38.

1. fifs —3f- 2. —6f2f + 92 3. fifs. 4. fF—2fifs +2fi.
1. 3 ps — p1 pa. 2. p? —2p1p3 + 2 pa.

3. p*pe—pips—2p7 +4pe

4. 2p’ps—pip’ + P2 pa —5Pips + 57

5. pips —4 pe. 6. 3 p1pi— p2ps — 5 ps.

7. Tpips + 4 P2pi — 3 ps — 3 P12 pa + 1 P2 ps — 12 P

8. peps—4pips + 9 9. 9ps — 12

10. 2p —2pips — 4 pa 11. 4 ps + p1ps — 4 prpe — pst + Pl pee
12, ¥ —3y*—6y + 17 =0. 13, y* — 1242+ 45y —53 = 0.

4. PP —qyt+pry—r=0. 15. y* —9y2 + 26y —23 = 0.

16. (a) 3,24698; 1,55495; (b) — 3,04727 + 1,13594 <.
19. —3. 20. 3. 21. 39. 22, —219/104.
23. 9. 24, 12. 25. 4. 26. 0.

Capitulo XII
1.z2=1;0;1; —1. 2.3 4+10—1=0; y+DNz=y—1.
y=0;1; 1; —1.
3.8y +4y— D@ +4y—3)=0z(1+y)=1—y.
4.z =0; —2; 5. (y—1)(25y" —45y?* — 171y + 243) = 0.
y=0; 2. Ty—99Nz=5y2—Ty.
6. y—1D (P +1352+100y —100) =0; By —10)z +y*+ 6y =0.

7.2=—1;y=—1

i
8.z2=0;1; —1 4+ —; —1 ——.

vz \E

[
\V2 V2
9. 28 —2z2¢—23+2224+2—1=0.

[S3
[

10. 2! +322—242+1 =0. 11. (@) 1; ®B) y*—y.
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$§3. 1L.z=0;,—2. 2. 2=0,—4; —5 3.2=0;0;0;1;1; —1; —1;2;—2.

y =0; 1. y =2; 2; 3. y=1;, —1;3;0; 2;0; 2; 1; 1.
4. (@) y = z; z arbitrario; (b)) z = 1; 2.
y=-—2; —1
5. No tiene solucién. 6. z =0; 2; 1; 42/25.

y =0; —1; 2; 63/25.

1+iy3 1—iV3 —3+iV3 —3—iy3
4 4 ’ )

7.z=1; 0; 2 ; ; n
—38+iV38 —3—iy3 1+4iV3 1—iy3
y=0;1; 2 ; 7 ; n ; 3 .

8.y +9y*+54=0; ) +y+6)z+2y+6=0.
9,28y +713y2—100y =0; (11992 + 55y +5)x =14 y*—32y + 5.
10. » = 10; ¢ = —5.
§6, 1.1x2i. 2. —0,884646 4 0,589743 i
3. —1,047276 + 1,1350404. 4. 1+4; —1 x3v2.
5. +i; 124 7. 072714 = 0,43001 4; — 0,72714 + 0,93409 ¢
8. 0,304877 + 0,7545281.
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— sentido de un, 37.

U
Unidad, 6.
— rafces de la, 30-33, 97.

v

Vandermonde, determinante de, 239-322.
Vectores, igualdad de, 35.

— ortogonales, 346.

— proyecciones de, 20-21.
Vincent, teorema de, 145-146, 331-337.

w

Waring, 353.
Weierstrass, 325.



	Prólogo de los editores.
	Prólogo del autor.
	Capítulo I. Números complejos.
	Capítulo II. Polinomios de una variable.
	Capítulo III. Las ecuaciones algebraicas y sus raíces.
	Capítulo IV. Acotación de raíces. Raíces racionales.
	Capítulo V. Ecuaciones cúbicas y cuárticas.
	Capítulo VI. Separación de raíces.
	Capítulo VII. Teorema de Sturm.
	Capítulo VIII. Cálculo aproximado de las raíces
	Capítulo IX. Determinantes y matrices.
	Capítulo X. Resolución de ecuaciones lineales por determinantes. Algunas aplicaiones de los determinantes a la geometría.
	Capítulo XI.Funciones simétricas.
	Capítulo XII. Eliminación.
	Apéndice I. El teorema fundamental del álgebra.
	Apéndice II. Acerca del teorema de Vincent.
	Apéndice III. Acerca de las ecuaciones cuyas raíces tienen parte real negativa.
	Apéndice IV. Solución iterativa de la ecuación de frecuencia.
	Apéndice V. El método de Graeffe.
	Respuestas a ejercicios.
	Índice alfabético.



